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PREFACIO 


Con objeto de evitar que el lector pierda el tiempo haciendo 
inútiles tentativas por resolver presuntos acertijos, he de advertirle 
que los personajes del dialogo no son caricaturas de personas 
algunas, ni vivas ni fallecidas, ni mucho menos dobles suyos: son 
ganchos de los que colgar ideas, y nada más. En cierta medida esto es 
verdad incluso en el caso de In, el personaje que representa la 

ostura intuicionista, ya que, en beneficio de la claridad, le he 
hecho hablar a veces de una manera más absoluta de lo que debería 
si hubiese expresado sin restricción mis propias opintones. Por lo 
demás, el debate se confina estrictamente al intuicionismo: sólo toco 
otras concepciones de las matemáticas en la medida en que llevan a 
objeciones contra aquella postura; así pues, rechazo todo reproche 
que pudiera hacérseme de haber representado en forma incompleta 
otros puntos de vista. | 

Era necesario presentar las demostraciones con mucho detalle, 
incluso cuando su diferencia con las clásicas, perfectamente conoct- 
das, residía sólo en algunas pequeñas adiciones; en efecto, no habría 
otra manera de indicar en qué puntos era preciso insertar éstas A 
medida que avanzaba el libro, y que cabía suponer que el lector 
fuese adquiriendo cierta sensibilidad para las dificultades de indole 
especificamente intuicionista, he ido adoptando gradualmente un 
estilo mas comprimido. 

Estoy muy agradecido a cuantos han contribuido a mejorar esta 
obra, entre ellos el Dr. Paul Gilmore, el profesor Leon Henkin y el 
Sr. William Tait, que han leido ciertas partes del manuscrito y me 
han sugerido muchos retoques lingúísticos, así como a los señores 
J.J. de longh y F. van de Oudeweetering, que lo han revisado 
cuidadosamente; el Sr. de longh me ha indicado además la necesidad 
de efectuar muchas correcciones y aclaraciones del texto. 

En muchos lugares del libro el lector se hallara frente a razona- 
mientos pasados de moda, carentes de generalidad y más desmaña- 
dos que los métodos modernos. Ello se debe a diversas razones: en 
primer lugar, los métodos muy poderosos suelen valerse excesiva- 
mente de demostraciones indirectas, de suerte que es casi imposible 
introductrlos en las matemáticas intuicionistas; y en segundo lugar, 
las teorías modernas muy generales emplean el método axiomático; 
ahora bien, éste sólo puede funcionar bien si existen teorías 
concretas, a partir de las cuales pueda construirse por generalización 
la teoría axtomática. (Por ejemplo, sólo ha podido ponerse a punto 
la topología general tras conocer con cierto pormenor la de los 
espacios euclideos.) De hecho, no se ha investigado cast ninguna 
parte de la matemática intuicionista lo suficientemente a fondo para 
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admitir la construcción de una teoría axiomática general; por 
consiguiente, he tenido que limitarme al caso más elemental de la 
integración; y cuando sepamos de ésta más de lo que actualmente 
sabemos, será posible construir una teoría axtomática al respecto. 
Incluso en el caso del álgebra, en el que sería posible axtomatizar ya 
ahora, me ha parecido mejor tratar un ejemplo concreto, el del 
campo de los números reales, teniendo en cuenta el hecho de que 
esta obra pretende ser una introducción. 

Es probable que en algunos casos haya empleado métodos ant:- 
cuados por no conocer los modernos, Ahora bien, uma de las 
finalidades de este libro es la de capacitar a los matemáticos en 
activo para que solventen la cuestión de cudles de los resultados que 
obtengan pueden demostrarse intuicionisticamente; pues el intuicio- 
nismo sólo podrá florecer si los matemáticos que trabajan en los 
distintos campos llegan a interesarse activamente por él y a hacer 
aportaciones a él: para edificar una rama determinada de la 
matemática intuicionista es necesario, en primer término, poseer un 
conocimiento a fondo de la rama correspondiente de la matemática 
clásica, y en segundo, saber por experiencia dónde se encuentran los 
piélagos intuicionistas. En la presente obra trato de enseñar esto 
último; y espero que algunos de mis lectores se ocupen de los 
detalles más satisfactoriamente de lo que yo podría hacerlo, o que 
traten intuiciontsticamente otras teorías. El objeto de las “lecturas 
recomendadas”? es el de ayudarles, ya que indican los trabajos 
intuicionistas más importantes acerca de algunos temas especiales. 
* 

Las referencias internas están hechas del siguiente modo: 
“Teor. 2” se refiere al teorema 2 del mismo apartado; 
“Def. 2” se refiere a la definición 2 del mismo apartado; 
“6.2,1, Teor. 2” se refiere al teorema 2 del apartado 6.2.1. 


Amsterdam, agosto de 1955, A. HEYTING 


PREFACIO DE LA SEGUNDA EDICION 


En esta reimprestón únicamente he introducido cambios y adicto- 
nes de escasa importancia: sólo he redactado parcialmente de nuevo 
el apartado 6.5. Podría haber sido tentadora la idea de añadir 
algunos capitulos sobre las relaciones entre el intuicionismo y la 
teoría de las funciones recursivas, así como sobre las que guarda con 
las recientes investigaciones rusas acerca del análisis constructivo; sin 
embargo, me ha parecido mejor que el contenido se limitase a un 
solo tema. 


Amsterdam, marzo de 1965 A. HEYTING 
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PREFACIO DE LA TERCERA EDICION 


Durante los últimos años los trabajos realizados sobre la teoría de 
las sucesiones electivas han impulsado mucho el estudio del imtuicio- 
nismo. No he tratado el tema pormenorizadamente, ya que se 
encuertra aún en un estado de desarrollo, pero he mencionado la 
bibliografía más importante en el apartado 3.4,2, Además, he 
refundido el apartado 3,4, valiendome para ello de un manuscrito de 
A.S. Troelstra que este autor ha escrito con tal finalidad; y le estoy 
agradecidísimo por haberlo hecho, Las notas añadidas por A.A. 
Markov a la traducción rusa de la primera edición me han sugerido 
muchas correciones de menor cuantía. 


A. HEYTING 
Castricum, junio de 1970 


1. UNA DISPUTACION 


(Personajes del diálogo: Clas, For, In, Let, Prag y Sig.) 


CLAS. ¿Cómo está usted, Sr. In? ; ¿no se ha escapado al campo en 
un día de verano tan hermoso? 

IN. — Se me habían ocurrido algunas ideas, y he estado trabajando 
sobre ellas en la biblioteca. 

CLAS, ¡Qué laboriosa abeja! ¿Y cómo le ha ido la cosa? 

IN. — Perfectamente. ¿Tomamos una copa? 

CLAS. — Gracias. Estoy seguro de que ha estado trabajando sobre 
esa diversión suya, el rechazo del tercio excluso y todas esas cosas. 
Nunca he comprendido por qué podríamos fiarnos de la lógica en 
todo lo demás, pero no en las matemáticas. 

IN. Ya hemos hablado de eso mismo otras veces. En varias 
ocasiones se ha estudiado la idea de que para la descripción de 
ciertos tipos de objetos puede ser más adecuada otra lógica, en vez 
de la usual; pero fue Brouwer quien descubrió antes que nadie un 
objeto que realmente exige una forma distinta de lógica, a saber, la 
construcción mental matemática [L.E.J. Brouwer 1908]; y la razón 
es que, en matemáticas, desde el comienzo mismo tratamos de lo 
infinito, mientras que la lógica corriente está hecha para razonar 
acerca de colecciones finitas. 


CLAS. Lo sé; pero a mi entender la lógica es universal, y se 
aplica a lo infinito tanto como a lo finito. 
IN. — Debería usted tener en cuenta cuál era el programa de 


Brouwer [L.E.J. Brouwer 1907]: consistía en investigar las construc- 
ciones mentales matemáticas como tales, sin hacer referencia a 
cuestión alguna acerca de la naturaleza de los objetos construidos, 
tal como la de si existen independientemente de nuestro conocl- 
miento de ellos. Y que este punto de vista conduce inmediatamente 
a rechazar el principio del tercio excluso es algo que como puedo 
mostrarlo mejor es con un ejemplo. 

Comparemos dos definiciones de números naturales, k y 1, por 
ejemplo. | 
I. k es el mayor número primo tal que k — 1 sea también primo, y 
k = 1 en caso de que no exista tal número. 
M. 1 es el mayor número primo tal que 1 — 2 sea también primo, 
y 1=1 en caso de que no exista tal número. 
La matemática clásica desdeña completamente la obvia diferencia de 
carácter entre estas dos definiciones; pues es posible calcular real- 
mente k (k= 3), mientras que no tenemos método alguno de 
calcular 1, ya que no se sabe si la sucesión de pares de primos 
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gemelos, p,p + 2, es finita o no. De ahí que los intuicionistas 
rechacen II como definición de un entero: consideran que sólo está 
bien definido un número entero cuando se da un método para 
calcularlo; ahora bien, este modo de razonar lleva a rechazar el 
principio del tercio excluso, ya que si la sucesión de números primos 
gemelos fuese o finita o infinita, 11 definiría un entero. 

CLAS. A eso puede objetarse que el grado de nuestros conocimien- 
tos acerca de la existencia o no existencia del último par de primos 
gemelos es puramente contingente, y carece de trascendencia para 
las cuestiones relativas a la verdad matemática. O bien existe una 
infinidad de tales pares, caso en que será /=1 o su número €s 
finito, y entonces 1 será igual al mayor primo tal que 1-—2 sea 
también primo; así pues, en cualquier caso concebible / está 
definido: ¿qué importa que podamos o no calcularlo realmente? 

IN. El argumento que emplea usted es de índole metafísica: si 
“existir” no significa “haberse construido”, ha de poseer un signifi- 
cado metafísico; y no puede ser la incumbencia de la matemática 
investigar semejante sentido ni solventar si es sostenible o insosteni- 
ble. No tenemos objeción alguna que hacer a ningún matemático 
que admita en su fuero interno la teoría metafísica que le plazca, 
pero el programa de Brouwer entraña que estudiemos las matemátl- 
cas como algo más simple e inmediato que la metafísica: en el 
sentido de las construcciones mentales matemáticas, “existir” tiene 
que ser sinónimo de “haberse construido” 

CLAS. Eso es decir que, mientras no sepamos si existe o no un 
último par de primos gemelos, Il no será una definición de un 
entero, pero que en cuanto se resuelva tal problema se convertirá 
repentinamente en semejante definición. Supongamos que el 1 de 
enero de 1976(1) se demuestre que existe una infinidad de primos 
gemelos; a partir de ese momento, 1= 1; pero antes de esa fecha, 
¿era 1= 1 o no? [Menger 1930). | 
IN. Toda aserción matemática afirma el hecho de que se haya 
efectuado cierta construcción matemática; y no cabe duda de que 
antes de realizar la construcción no se la había realizado. Aplicando 
esta observación a su ejemplo, vemos que antes del 1 de enero de 
1975 no se habría demostrado que 1= 1. Pero no era esto a lo que 
usted se refería: me parece que para aclarar el sentido de su 
pregunta tiene que apelar de nuevo a conceptos metafísicos, a cierto 
mundo de objetos matemáticos que existiesen independientemente 
de nuestro conocimiento de ellos, y en el que “1 = 1” sería verdad 
en cierto sentido absoluto; ahora bien, repito que las matemáticas 
no deberían depender de conceptos tales como ese. En realidad, todos 
los matemáticos (incluso los intuicionistas) están convencidos de que en 
cierto sentido las matemáticas se refieren a verdades eternas; pero cuando 
trata uno de definir con precisión tal sentido se enreda uno en un 
laberinto de dificultades metafísicas; y la única forma de evitarlas es 
proscribirlas de las matemáticas. A esto es a lo que me refería al 
decir que estudiemos las construcciones matemáticas como tales, y 
que para tal estudio la lógica clásica es inadecuada. 
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CLAS. Aquí vienen nuestros amigos For y Let. Muchachos, 
estamos teniendo una discusión interesantísima sobre el intuicionis- 
mo. 

LET. — ¿Podrías acaso hablar de algo distinto con este bueno de 
Int? : Está completamente sumergido en él. 

IN. — Una vez que le ha impresionado a uno la belleza de un tema, 
¿por qué no dedicarse a él de por vida? 

FOR. Totalmente de acuerdo. Lo único que me pregunto es 
cómo puede haber belleza alguna en algo tan indefinido como el 
intuicionismo: ninguno de los términos que utilizan ustedes está 
bien definido, ni dan. reglas de deducción exactas; con lo cual no 
sale uno jamás de dudas en cuanto a qué razonamientos son 
correctos y cuáles no [R. Carnap 1934, p. 41; 1937, p. 46] [W. 
Dubislav 1932, p. 57 y 75]. En el habla cotidiana ninguna palabra 
tiene un significado perfectamente fijado: siempre hay cierta holgura 
con la que puede jugarse, y tanto mayor es ésta cuanto más 
abstracto sea el concepto; esto hace que la gente no capte lo que 
quiere decir el otro; y lo mismo sucede en los razonamientos 
matemáticos no formalizados. La única manera de lograr un rigor 
absoluto es abstraer todo significado de los enunciados matemáticos 
y atender a ellos por sí mismos, como sucesiones de signos, dejando 
de lado el sentido que puedan transmitir: entonces es posible 
formular unas reglas definidas para deducir enunciados nuevos de los 
que ya se tengan y evitar las incertidumbres que proceden de la 
ambigiúedad del lenguaje. 

IN. Para mí, la diferencia entre formalistas e intuicionistas es 
principalmente cuestión de gustos. Ustedes emplean también los 
razonamientos que atienden al significado, en lo que Hilbert llamaba 
metamatemática; pero su objetivo es separar tales razonamientos de 
la matemática puramente formal y limitarse a los más sencillos que 
sea posible. Nosotros, por el contrario, no nos interesamos por el 
lado formal de las matemáticas, sino precisamente por ese tipo de 
razonamiento que aparece en la metamatemática, y tratamos de 
desarrollarlo hasta sus últimas consecuencias; preferencia que surge 
de la convicción de que ahí tenemos una de las facultades más 
fundamentales de la mente humana. 

FOR. — Si no se mete usted con el formalismo, tampoco lo haré yo 
con el intuicionismo. Pues los formalistas son de los seres humanos 
más pacíficos que hay: cabe formalizar cualquier teoría, que de este 
modo se convierte en objeto de nuestros métodos; en cuanto a la 
matemática intuicionista, también puede tratársela de este modo, y así 
se hará [R. Carnap 1934, p. 44; 1937, p. 51]. 

CLAS. —O sea, habría que estudiar la matemática intuicionista 
como parte de las matemáticas. En éstas investigamos las consecuen- 
cias de unos supuestos dados; y los supuestos intuicionistas pueden 
ofrecer gran interés, pero no tienen derecho a monopolio alguno. 
IN. Tampoco lo pretendemos: nos contentamos con que ustedes 
admitan el derecho que asiste a nuestra concepción. Sin embargo, 
tengo que protestar contra la aserción de que el intuicionismo parta 
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de unos supuestos definidos y más o menos arbitrarios: el tema de 
que se ocupa, el pensamiento matemático constructivo, determina 
univocamente sus premisas y lo coloca junto a las matemáticas 
clásicas, que estudian otro tema (cualquiera que pueda ser éste), no 
en el interior de ellas; por esta razón, también es imposible un 
acuerdo entre el formalismo y el intuicionismo mediante la formali- 
zación de las matemáticas intuicionistas. Es cierto que incluso en 
éstas puede formalizarse la parte acabada de una teoría; pero 
conviene que reflexionemos un momento sobre el significado de 
semejante formalización: podemos considerar el sistema formal 
obtenido como la expresión lingúística del pensamiento matemático 
en un lenguaje especialmente apropiado. 

Si adoptamos este punto de vista chocamos con el obstáculo de la 
fundamental ambigúedad del lenguaje: como no se puede jamás fijar 
el significado de una palabra con la suficiente precisión para excluir 
toda posibilidad de mala inteligencia, no podremos estar nunca 
matemáticamente seguros de que el sistema formal exprese certera- 
mente nuestros pensamientos matemáticos. 

Adoptemos, sin embargo otro punto de vista. Podemos considerar 
el propio sistema formal como una estructura matemática sumamen- 
te sencilla, cuyas entidades (los signos del sistema) están vinculados 
a otras estructuras matemáticas, frecuentemente muy complicadas; 
de este modo es posible llevar a cabo formalizaciones dentro de la 
matemática, que se convierten en una herramienta matemática muy 
poderosa. Desde luego, nunca se está seguro de que el sistema 
formal represente plenamente dominio alguno del pensamiento mate- 
mático: en todo momento, el descubrimiento de nuevos métodos de 
razonar puede obligarnos a ampliar dicho sistema. 

FOR. Hace varios años que nos es conocida esta situación; pues 
el teorema de incompletitud de Gódel nos ha hecho ver que es 
posible ampliar coherentemente de diversas maneras cualquier siste- 
ma formal coherente de la teoría de números. 

IN. — La diferencia es que el intuicionismo avanza con independen- 
cia de la formalización, que no puede hacer otra cosa que seguir a la 
construcción matemática. 

CLAS. Lo que me causa mayor perplejidad es que ustedes dos 
parecen igualmente partir de nada en absoluto: parecen estar 
construyendo castillos en el aire. ¿Cómo saben que su manera de 
razonar es firme sin tener a su disposición el infalible criterio 
proporcionado por la lógica? Ayer hablé con Sig, que es todavía 
más relativista que ninguno de los. dos: tan resbaladizo es que no 
hay argumento alguno que haga presa en él, y jamás llega a ninguna 
conclusión algo sólida; temo que éste sea el destino de quienquiera 
renuncie al apoyo de la lógica, o sea, del sentido común. 

SIG. Hablando del ruin de Roma, por la puerta asoma. ¿Estaba 
usted hablando mal de mí? 

CLAS. — Aludía a nuestra discusión de ayer; hoy me dedico a 
atacar a estos otros dos condenados relativistas. 

SIG. Me gustaría mucho acompañarle en esa ocupación, pero 
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oigamos primero lo que replican nuestros adversarios. Aquí les 
presento a mi amigo Prag, a quien le interesará nuestro debate. 


FOR. ¿Cómo está usted? ¿Es usted también un filósofo de la 
ciencia? | 
PRAG. — Odio la metafísica. 
IN. ¡ Bienvenido, hermano! 
FOR. — Bueno, yo preferiría nó defender mi propia postura en 


estos momentos, ya que nos hemos venido ocupando principalmente 
del intuicionismo y sería fácil que se produjeran confusiones. Pero 
temo que se equivoque usted en lo que se refiere a la lógica 
intuicionista: de hecho, se la ha formalizado (campo en el que una 
veintena de autores han realizado trabajos muy valiosos); lo cual 
parece demostrar que los intuicionistas estiman la lógica más de lo 
que cree, aunque sea otra lógica que aquella a la que está usted 
acostumbrado. 


IN. — Lamento desengañarle: la lógica no es el cimiento sobre el 
que me apoyo; ¿cómo podría serlo? : necesitaría a su vez una 
fundamentación, en la que entrarían principios mucho más intrinca- 
dos y menos directos que los de las matemáticas mismas; pues las 
construcciones matemáticas deben ser tan inmediatas para el enten- 
dimiento y sus resultados tan claros que no necesiten fundamenta- 
ción de ningún tipo. Por lo demás, es perfectamente posible saber si 
un razonamiento es firme o no sin necesidad de lógica alguna: basta 
una clara consciencia científica. Con todo, es cierto que se ha 
elaborado una lógica intuicionista; mas para indicar qué importancia 
tiene, permítame que acuda a un ejemplo. Supongamos que A 
designe la propiedad (de números enteros) de ser divisible por 8, B 
la correspondiente en cuanto a 4, y C la misma respecto de 2; 
podemos escribir 8a de la siguiente forma, 4 X 2a; mediante esta 
construcción matemática, P, vemos que la propiedad A entraña la B 
(o sea, A > B), y otra análoga, Q, muestra que B => C; ejecutando 
ahora primero P y luego Q (yuxtaposición de P y Q) obtenemos 8a = 
= 2 X (2 X 2a), lo cual hace ver que A > C. Este proceso sigue siendo 
valido si sustituimos A, B y C por propiedades arbitrarias: si la 
construcción P muestra que A> B y la Q muestra que A > C, la 
yuxtaposición de P y de Q mostrará que A > C. De esta forma 
hemos obtenido un teorema lógico; y el proceso por el que se lo 
deduce hace ver que no difiere esencialmente de los teoremas 
matemáticos: sólo es más general que ellos, en el sentido, por ej., en 
que “la adición de enteros es conmutativa” es un enunciado más 
general que “2+ 3=3+2”. Esto es lo que ocurre con todo 
teorema lógico: no es sino un teorema matemático de generalidad 
extrema; es decir, la lógica es una parte de las matemáticas, de 
suerte que en modo alguno puede servir de fundamento suyo. Por lo 
menos, tal es la concepción de la lógica'a la que me siento llevado 
naturalmente: acaso sea posible y deseable poner a punto otras 
formas de lógica con vistas a otras finalidades. 

Lo que se ha formalizado es la lógica matemática que acabó! de 
Caracterizar; y el sistema formal resultante resulta tener unas propie- 
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dades peculiares, muy interesantes cuando se las compara con las de 
otros sistemas de lógica formal. Este hecho ha llevado a las 
investigaciones aludidas por el Sr. For, las cuales, sin embargo, por 
interesantes que sean, sólo mantienen una vinculación muy laxa con 
las matemáticas intuicionistas. 

LET. En mi opinión, todas esas dificultades son imaginarias o 
artificiales. Pues la matemática es una cosa muy simple: defino 
ciertos signos y doy determinadas reglas para combinarlos; y eso es 
todo. | 

FOR. — Pero necesita ciertos modos de razonar para demostrar la 
coherencia del sistema formal que haya construido. 

LET. — ¿Por qué tendría necesidad de demostrarla? No debe usted 
olvidar que - nuestros sistemas formales se construyen con vistas a 
unas aplicaciones, y que en general resultan ser útiles (hecho que 
sería difícil de explicar si en ellos fuese deductible toda fórmula); 
por consiguiente, llegamos a una convicción práctica de coherencia 
que basta para nuestro trabajo. Lo que yo recuso del intuicionismo 
es la opinión de que la matemática tenga nada que ver con lo 
infinito: puedo escribir un signo, a, por ejemplo, y llamarlo el 
número cardinal de todos los enteros; luego puedo fijar unas reglas 
para su manipulación de acuerdo con las que el Sr. Clas emplea para 
este concepto, pero al hacer esto opero enteramente dentro de lo 
finito. En el momento en que la noción de infinito desempeña un 
papel, penetran en el razonamiento la oscuridad y la confusión; así, 
todas las aseveraciones intuicionistas acerca de lo infinito me 
parecen sumamente ambiguas, e incluso es cuestionable que un signo 
tal como 10:0'% tenga ningún otro significado que el de una figura 


trazada sobre papel con la que operamos de acuerdo con ciertas 
reglas [J. Dieudonné 1949]. 


IN. — Indudablemente, su extremo finitismo proporciona la máxima 
seguridad frente a toda mala comprensión, pero a nuestros ojos 
implica una negación de la comprensión que es difícil de admitir: 
los niños de la escuela primaria comprenden lo que son los números 
naturales, y admiten el hecho de que sea posible continuar indefini- 
damente la sucesión de tales números. 

LET. Se les hace pensar que comprenden. 

IN. Eso no es objeción alguna, porque es posible interpretar toda 
comunicación por medio del lenguaje como un hacer pensar algo; y 
también Euclides, cuando en la proposición 20.2 del Libro IX 
demostró que el conjunto de los números primos es infinito, sabía 
de qué estaba hablando. Esta noción elemental de los números 
naturales, conocida por cualquier criatura pensante, es fundamental 
en las matemáticas intuicionistas: no pretendemos que comporte 
forma “alguna de certidumbre ni de carácter terminante en sentido 
absoluto, cosas que serían irrealizables, pero sostenemos que es lo 
suficientemente claro para edificar sobre ella las matemáticas. 

LET. La objeción que yo hago no es que suponen ustedes 
demasiado poco, como piensa el Sr. Clas, sino muy en demasía; pues 
parten de ciertos principios que sin explicación alguna dan por 
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intuitivamente claros, y rechazan otros modos de razonar sin 
presentar ningún fundamento para tal discriminación. Por ejemplo, a 
la mayoría de la gente el principio del tercio excluso le parece por 
lo menos tan evidente como el de inducción completa; ¿por qué 
rechazan ustedes el primero y admiten el segundo? Semejante 
elección de primeros principios, tan inmotivada, confiere a su. 
sistema un fuerte carácter dogmático. 

IN. Es verdad que las aseveraciones intuicionistas tienen que 
parecer dogmáticas a los que las lean como aserciones acerca de 
hechos; pero no las entendemos en ese sentido. La matemática 
intuicionista consiste en construcciones mentales, como ya le he 
explicado al Sr. Clas; oualquier teorema matemático expresa un 
hecho puramente empírico, a saber, el haberse logrado realizar cierta 
construcción; asi, es preciso leer “2 + 2=3+ 1” como una abrevia- 
tura del enunciado “He llevado a cabo las construcciones mentales 
indicadas por “2+ 2”? y por *3+ 1” y he visto que llevan al mismo 
resultado”. Ahora dígame usted dónde puede entrar aquí el elemen- 
to dogmático: no en la construcción mental misma, como es evidente 
por su propia índole de actividad, pero tampoco-en los enunciados 
que se hagan acerca de las construcciones, ya que expresan resulta- 
dos puramente empíricos. 
LET. — Sin embargo, usted sostiene que estas construcciones menta- 
les conducen a cierto género de verdad; que no son un juego de los 
solitarios, sino que en cierto sentido tienen que poseer un valor para 
la humanidad (si no fuera así sería errado aburrir a los demás con 
ellas); y en esta pretensión es donde veo el elemento dogmático. La 
intuición matemática les inspira a ustedes unas verdades objetivas y 
eternas; en este sentido, su punto de vista no sólo es dogmático, 
sino incluso teológico [H.B. Curry 1951, p. 6]. 

IN. En primer lugar, mis pensamientos matemáticos pertenecen a 
mi vida intelectual individual y se encuentran confinados en mi 
propio entendimiento, lo mismo que sucede con los demás pensa- 
mientos. Solemos estar convencidos de que los demás tienen pensa- 
mientos análogos a los nuestros y que pueden entendernos cuando 
los -expresamos con palabras, pero también sabemos que no podemos 
estar nunca completamente seguros de que se nos entienda con toda 
exactitud; a este respecto, la matemática no se diferencia esencial- 
mente de los demás objetos de estudio, de modo que si ésta es la 
razón por la que la considera. usted dogmática, debería llamar 
dogmático a todo razonar humano. La característica del pensamien- 
to matemático es que no nos proporciona verdad alguna acerca del 
mundo exterior, sino que sólo se ocupa de construcciones mentales; 
ahora bien, tenemos que distinguir entre la simple práctica de las. 
matemáticas y su evaluación: para construir teorías matemáticas no: 
se necesitan preliminares filosóficos algunos, pero el valor que 
atribuyamos a esta actividad dependerá de nuestras ideas filosóficas. 
SIG. Con esa manera de tratar el lenguaje vuelve usted a tiempos ' 
ya pasados: el lenguaje primitivo posee ese caracter flotante y 
movedizo que describe usted, y el de la vida cotidiana es aún, en su 
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mayor parte, del mismo género; pero en cuanto comienza el 
pensamiento cientifico, entra la formalización del lenguaje. En las 
últimas décadas, los significistas(2) han estudiado este proceso, que no 
ha llegado todavía a su fin, ya que se siguen formando: lenguajes 
formalizados cada vez más estrictamente. 

IN. — Si realmente la formalización del lenguaje es la tendencia de 
la ciencia, la matemática intuicionista no pertenece a la ciencia en 
tal sentido de la palabra: se trataría de un fenómeno de la vida, de 
una actividad natural del hombre, que a su vez podría estudiarse 
mediante métodos científicos; de hecho, se la ha estudiado valiéndo- 
se de tales métodos (a saber, el de formalización del razonar 
intuicionista y el de la signífica), pero es evidente que semejante 
estudio no pertenece a las matemáticas intuicionistas, como tampoco 
pertenecen a ella los resultados que con él se obtienen. Claramente se 
verá que dicho examen científico de estas matemáticas no dará 
origen nunca a una descripción suya completa y terminante, como 
tampoco puede llegarse a una teoría completa de otros fenómenos; 
así pues, por útiles e interesantes que puedan ser tales consideracio- 
nes metaintuicionistas, no es posible incluirlas en la propia matemá- 
tica intuicionista. (Desde luego, estas consideraciones no son aplica- 
bles a la, formalización en el interior de las matemáticas a que me he 
referido hace unos momentos.) 

PRAG. — Permítanme que subraye lo que el Sr. Sig acaba de decir. 
La ciencia procede mediante la formalización del lenguaje, y emplea 
este método por ser eficaz; en particular, los modernos lenguajes 
completamente formalizados han mostrado ser los más útiles de 
todos. Así pues, el ideal del hombre de ciencia moderno es preparar 
un arsenal de sistemas formales listos para su empleo entre los que 
pueda escoger, para una teoría cualquiera, el que represente acerta- 
damente los resultados experimentales; y habría que juzgar tales 
sistemas por este criterio de utilidad, no mediante una interpreta- 
ción, vaga y arbitraria, que se prefiera por razones dogmáticas o 
metafísicas. 

IN. — Parece completamente razonable juzgar un sistema matemáti- 
co por la utilidad que tenga; y admito que desde este punto de vista 
el intuicionismo cuenta todavía con escasas posibilidades de que se 
lo acepte, ya que sería prematuro destacar las pocas y leves 
indicaciones existentes de que podría ser de alguna utilidad en la 
física [J.L. Destouches 1951]; a mi modo de ver, las posibilidades 
que tiene de ser útil en filosofía, en historia y en las ciencias 
sociales son mayores (en realidad, desde el punto de vista intuicio- 
nista, la matematica es el estudio de ciertas funciones del entendi- 
miento humano, y como tal es muy semejante a tales ciencias). Pero 
ces realmente la utilidad la única medida del valor? No sería difícil 
mencionar una veintena de actividades valiosas que no proporcionan 
apoyo alguno a la ciencia, tales como las artes, los deportes y los 
espectáculos; y el valor que pretendemos debe reconocerse al 
intuicionismo es de este género: un valor difícil de definir de 
antemano, pero que se siente claramente cuando entra uno en la 
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faena. Todos ustedes saben cómo se debaten los filósofos con el 
problema de definir el concepto de valor en el arte; y sin embargo, 
cualquier persona instruida lo siente; pues análogamente sucede con 
el calor de las matemáticas intuicionistas. 

FOR. — Para la mayoría de los matemáticos tal valor se encuentra 
fatalmente afectado por el hecho de que ustedes destruyan los 
resultados matemáticos más preciados; pues un método valioso de 
fundamentación de las matemáticas debería salvar lo más posible de 
sus resultados [D. Hilbert 1922]. Esto último podría tal vez lograrse 
incluso valiéndose de métodos constructivos, ya que son concebibles 
unas definiciones de la constructividad distintas de la defendida por 
los intuicionistas; por lo demás, incluso en el reducido número 
existente de verdaderos intuicionistas no hay completo acuerdo 
sobre la definición de lo constructivo; el ejemplo más llamativo es el 
rechazo de Griss del concepto de negación, que otros intuicionistas 
admiten como perfectamente claro [H. Freudenthal 1936A] [G.F.C. 
Griss 1946, p. 24; 1946]. Parece probable, por otro lado, que una 
concepción algo mas liberal de lo constructivo pueda permitir que se 
salven las partes vitales de las matemáticas clásicas. 

IN. Como los intuicionistas hablan en un lenguaje no formaliza- 
do, son de esperar entre ellos ligeras discrepancias de opinión; pero, 
aunque han surgido antes y en forma más aguda de lo que podía 
haberse previsto, en modo alguno son alarmantes, ya que todas ellas 
se refieren a cuestiones secundarias, sin afectar las ideas fundamenta- 
les, a cuyo respecto reina perfecto acuerdo. Así pues, es harto 
improbable que una concepción más “amplia de la constructividad 
pueda ganarse el apoyo de los intuicionistas. En cuanto a la 
mutilación de las matemáticas de que me acusa usted, es preciso 
considerarla como una consecuencia inevitable de nuestro enfoque; 
también cabe mirarla como una ablación de ciertos adornos perjudi- 
ciales, bellos de forma pero horros de sustancia; extirpación que está 
compensada, siquiera en parte, por el encanto de las sutiles distincio- 
nes y los ingeniosos métodos con los que los intuicionistas han 
enriquecido el pensamiento matemático. 

FOR. — Nuestro debate ha adoptado la forma de un debate sobre 
valores. De sus palabras saco la impresión de que está usted 
dispuesto a reconocer el valor de otras concepciones de la matemati- 
ca, pero que reclama para la suya un valor propio. ¿Me equivoco? 
IN. — En realidad, la única tesis positiva de los fundamentos de las 
matemáticas a que me opongo es la de que la matemática clásica 
tenga un sentido claro: he de confesar que no entiendo tal cosa. 
Pero incluso quienes mantienen que lo entienden podrían ser 
capaces de aprehender nuestro punto de vista y valorar nuestro 
trabajo. 


LET. — Las paradojas hacen ver que la matemática clásica no es 
perfectamente clara. 
FOR. — Sí, pero la crítica intuicionista va mucho más allá de lo 


que es necesario hacer para evitarlas; el Sr. In ni siquiera las ha 
mencionado como argumento en favor de su concepción, aunque no 
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es dudoso de que a sus ojos la coherencia es un subproducto del 
intuicionismo al que se acoge de muy buena gana. 

SIG. Usted describe su actividad como de construcción mental, 
Sr. In, pero los procesos mentales sólo son observables a través de 
los actos a que conduzcan; en su caso, a través de las palabras que 
pronuncie y las fórmulas que escriba. ¿No quiere esto decir que la 
única forma de estudiar el intuicionismo es estudiar el sistema 
formal que construya? 

IN. Cuando miro aquel árbol estoy convencido de que veo un 
arbol, y es precisa una preparación considerable para sustituir tal 
convicción por el saber de que en realidad llegan hasta mis ojos unas 
ondas luminosas, haciéndome construir la imagen del árbol. De la 
misma manera, cuando hablo con ustedes estoy convencido de que 
les abrumo con mis opiniones, pero ustedes me hacen saber que en 
realidad produzco vibraciones en el aire, que hacen que ustedes 
realicen ciertas acciones (por ejemplo, producir otras vibraciones). 
En ambos casos el primer enfoque es el natural, y el segundo, una 
construcción teorética; pero se olvida demasiado a menudo que la 
verdad de tales construcciones depende de la situación actual de la 
ciencia, y que las palabras “en realidad” deberían traducirse por “de 
acuerdo con la opinión de los científicos en estos momentos”; por 
consiguiente, prefiero adherirme a la idea de que, cuando describo la 
matemática intuicionista, transmito pensamientos a mis oyentes 
(palabras éstas que no deberían tomarse en el sentido de un sistema 
filosófico, sino en el de la vida cotidiana). 

SIG. Entonces, el intuicionismo, como forma de interacción entre 
los hombres, sería un fenómeno social, y su estudio pertenecería a 
la historia de la civilización. | 

IN. — Su estudio, no su práctica; en este punto estoy de acuerdo 
con el Sr. Prag: primum vivere, dende philosophar: (y, si queremos, 
podemos dejar esto último a los demás). Que los que vienen tras de 
mí se pregunten en buena hora por qué formo estas construcciones 
mentales y cómo podría interpretárselas en alguna filosofía; yo me 
contento con formarles en la convicción de que contribuirán de 
alguna manera a aclarar el pensamiento humano. 

PRAG. Un defecto corriente entre los filósofos es el de hablar de 
cosas que no conocen sino imperfectamente; y no andamos nosotros 
muy lejos de caer en semejante trampa. ¿Querría el Sr. In 
presentarnos algunas muestras del razonar intuicionista, con objeto 
de que seamos capaces de juzgar con mayor conocimiento de causa 
la calidad de ese material ? 

IN. — Desde luego; e incluso estoy convencido de que unas pocas 
lecciones les permitirán penetrar en él mejor que largas discusiones. 


¿Puedo pedir a los caballeros a quienes interesen mis explicaciones 
que me sigan al aula? 


IL. ARITMETICA 


2.1. Los números naturales 


IN. — Partimos de la noción de los números naturales, 1, 2, 3, etc., 
pues éstos nos son tan familiares que es difícil reducirla a otras ideas 
más sencillas; con todo, trataré de caracterizar el sentido que tiene 
con palabras simples y llanas. En la percepción de los objetos 
concebimos la noción de entidad mediante un proceso de abstrac- 
ción de las cualidades particulares del objeto que sea; y también nos 
damos cuenta de la posibilidad de una repetición indefinida de la 
concepción de entidades; pues bien, en estas nociones se encuentra 
el origen del concepto de los números naturales [L.E.J. Brouwer 
1907, p. 3; 1948, p. 1237]. 

CLAS.  ¿No:'son de índole metafísica esas consideraciones? 

IN. Se convierten en tales si trata uno de montar: sobre ellas una 
teoría, v.g., responder a la pregunta de si formamos la noción de 
entidad abstrayendo de percepciones reales de objetos o si, por el 
contrario, dicha noción ha de estar presente en nuestro entendimien- 
to para que nos sea posible percibir un objeto cualquiera como algo 
separado del resto del mundo. Pero semejantes preguntas no tienen 
nada que ver con las matemáticas; nosotros simplemente enuncia- 
mos el hecho de que los conceptos de entidad abstracta y de 
sucesión de tales entidades estén claros para todo ser humano 
normal, incluyendo los niños pequeños. | 

CLAS.  Admitamos que tiene usted a su disposición los números 
naturales; ahora necesita algún punto de partida para las deduccio- 
nes. ¿Admite usted los axiomas de Peano? | 
IN. — Mientras que ustedes piensan a base de axiomas y de deduc- 
ciones, nosotros lo hacemos a base de evidencia; lo cual cambia 
todo. Yo no admito ningún axioma que podría rechazar si prefiriese 
hacerlo; pero la noción de los números naturales no se nos presenta 
nudamente, sino que desde el principio está envuelta en propiedades 
que se pueden detectar por simple examen; y las que usted 
caracteriza mediante los axiomas de Peano se encuentran entre ellas, 
como voy a mostrarle. Sea “N”” una manera abreviada .de escribir 
“número natural”; puede verse inmediatamente que las dos primeras 
propiedades (1 es un N y si x es un N, el sucesor de x es un N) son 


verdaderas efectuando la construcción generadora; lo mismo sucede 
con el tercero y elcuarto axiomas (six e y son N y sus sucesores 
son iguales, x= y; el sucesor de un N no es igual a 1); en cuanto al 
llamado axioma de inducción completa, es preciso considerarlo 
como un teorema general sobre los números naturales —y será 
conveniente hacer algunas observaciones para prepararnos a demos- 
trarlo. 
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No cabe duda de que la construcción de un número natural, n, 
consiste en formar sucesivamente ciertos números naturales, llama- 
dos los números de 1 a n (con signos, 1 > n); y en cualquier paso de 
la construcción podremos detenernos a investigar si el número 
alcanzado en dicho paso posee o no cierta propiedad. Por ejemplo, 
podemos averiguar si cierto número m distinto de n se encuentra o 
no en 1 n; en el primer caso diremos que m< n, y en el segundo, 
que m> mn. Ahora bien, es un teorema que m * mn y m > n implican 
n < m; pues si m no aparece en 1 > n, este hecho demuestra que en 
el paso mediante el cual llegamos a n no ha terminado la construc- 
ción de m,; luego n aparece en 1 > m. 

El teorema de induccion completa admite una demostración del 
mismo tipo. Supongamos que E(x) es un predicado de números 
naturales tal que £(1) sea verdadero y que para todo número 
natural, n, E(n) implique E(n”), siendo n” el sucesor de n. Sea p 
cualquier número natural; recorriendo 1>p sabemos que la propie- 
dad E, que es verdadera para 1l,se conservará en cada uno de los 
pasos de la construcción de P; luego se cumple E(p). 

En lo que se refiere a las definiciones recursivas corrientes de la 
suma y el producto en el dominio de los números naturales, son 
aplicables unas observaciones análogas: recorriendo 1 > p vemos que 
a+p y p. a están definidos para números naturales arbitrarios a y 
p. Ahora bien, una vez que poseemos los fundamentales métodos de 
la inducción y la recursión, la aritmética de los números naturales no 
tropieza con dificultades graves, como tampoco lo hacen la de los 
enteros ni siquiera .la de los racionales; las dificultades surgen 
solamente cuando interviene de algún modo la totalidad de los 
enteros, como sucedía en el intento II de definir cierto entero que 
veíamos en nuestra discusión. Pero tales problemas no pertenecen a 
la aritmética elemental. 

FOR. Ha hablado usted repetidamente de números naturales igua- 
les; pero ¿qué quiere decir.eso? ¿No es necesaria una definición de 
igualdad (que se base, por ejemplo, en una relación biunívoca)? 

IN. Indudablemente, se trata de un punto que exige ser aclarado 
algo; e incluso me obliga a revisar un poco la noción de número 
natural de que habíamos partido. Si un número natural no fuese 
otra cosa que el resultado de una construcción mental, no subsistiría 
tras el acto de su construcción, de modo que sería imposible 
compararlo con otro número natural, construido en otro instante y 
en otro lugar; y es patente que no podemos resolver este problema 
si nos aferramos a la idea de que la matemática es algo puramente 
mental. En realidad, fijamos el número natural que sea (x, digamos) 
valiéndonos de una representación material: a cada entidad de la 
construcción de x le asociamos, por ejemplo, un punto que marque- 
mos sobre un papel; cosa que nos permite comparar mediante una 


simple inspección números naturales construidos en momentos dis- 
tintos. 


FOR. Eso equivale a aplicar relaciones biunívocas. 
IN. Podemos expresarlo así, con tal de que nos demos bien cuenta 
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de que el proceso de comparación se desenvuelve al nivel premate- 
mático: la matemática empieza después de que se han formado los 
conceptos de los números naturales y de la igualdad entre ellós. 
Indudablemente, la dicotomía entre matemáticas y prematemáticas 
es artificial, exactamente lo mismo que sucede con toda división 
realizada por el pensamiento humano, pero es una dicotomía que 
corresponde a una importante diferencia en punto a métodos. 

LET. Podría esperarse que las nociones básicas de la matemática 
fuesen sencillas y claras, pero la que ustedes tienen del número 
natural resulta ser bastante complicada. 

IN. Que yo sepa, la psicología no ha descubierto átomos menta- 
les: es posible analizar cualquier noción, y ninguna es comprensible 
por sí misma; cuando se la quiere explicar, cada una de ellas 
depende de sus relaciones con otras. La noción de número natural 
no constituye excepción alguna a esta regla; y sin embargo, puede 
valernos como .uno de los principales conceptos básicos de las 
matemáticas, sobre todo por las siguientes tres razones: 


1. Cualquier persona mínimamente instruida la comprende fácilmen- 
te; 

2. Es universalmente aplicable en el proceso de contar, y 

3. Subyace a la construcción del análisis. 


CLAS. Si dejamos aparte estas cuestiones filosóficas, su interpreta- 
ción de la aritmética de los racionales es idéntica a la nuestra. 


2.2. Los generadores de número real 
2.2.1. Definición; la relación de coimcidencia 


IN. Sí, pero en la estación siguiente, la de los números reales, 
entramos en un paisaje totalmente distinto. Lo mismo que ocurre en 
la matemática clásica, en el intuicionismo son posibles diversas 
teorías equivalentes de los números reales [L.E.J. Brouwer 1919A, 
p.3; A. Heyting 1935]; voy a exponer brevemente la teoría de 
Cantor, que presenta ciertas ventajas para nuestros propósitos. 
Supongamos que se haya desarrollado la teoría de los racionales, 
incluida la de sus relaciones de orden. Se llama sucesión de Cauchy 


a Una sucesión, (a,) , de números racionales en caso de que para 
todo número natural, Rk, podamos encontrar un número natural, 
n + n(k), tal que | a, + y —a, | < 1/k para todo número natural p; es 


preciso entender esto de modo que, dado k, seamos capaces de 
determinar n(k) de una manera efectiva. 


Ejemplo. .'La sucesión de a = 20 es una sucesión de Cauchy. 
Supongamos que la sucesión b = = (b,) se defina del siguiente 
modo: si el n-ésimo dígito después de la coma del desarrollo decimal 
de T es el 9 de la primera secuencia 0123456789 que aparezca en 
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este desarrollo, b, = 1; y en todos los demás casos, b, = 27". b se 
diferencia de a, como máximo, en un término, de modo que 
constituye clásicamente una sucesión de Cauchy; pero mientras no 
sepamos si en TT aparece una secuencia 0123456789 no seremos 
capaces de encontrar un n tal que lb, ,,—b,]< 1/2 para todo p; luego 
no tenemos derecho a afirmar que b sea una sucesión de Cauchy en 
nuestro sentido. 


Definición 1. Una sucesión de Cauchy de números reacionales 
es un generador de número real; cuando no sea posible la confusión, 
hablaremos, por brevedad, de generador de número. 

Dos generadores de número, a == [a,) y b=(b,) , son idénticos si 
dy = b, para todo n; y expresaremos esta relación mediante a = b. La 
noción de coincidencia que formulamos a continuación ofrece 
mayor importancia. 


Definición 2. Los generadores de número a =(a,) y b =1(0,) 
comciden si para cada k podemos encontrar un n = n(k) tal que 


| anto — Da+p 1< 1/k para todo p. Esta relación se denota mediante 
a =b. 


Teorema. La relación de coincidencia entre generadores de nú- 
mero es reflexiva, simétrica y transitiva; la demostración, que es muy 
facil, es perfectamente conocida. | 


Observación. Dado “un generador de número cualquiera, 
a = (4,j, puede encontrarse un generador de número, b= (b,) tal 
que a=b y que la sucesión= (b,) converja tan rápidamente como 
queramos. Por ejemplo, para que |b,,,—b,| < 1/n para todos los n y 
P» basta tomar b,=a,, para todo k. , 


Siempre que, a partir de ahora, se denote un generador de 
número por una letra (v, E a se sobrentenderá que también 


puede denotárselo mediante (v,j) , de suerte que v,, será el n—ésimo 
componente de la sucesión v. 


Como la noción de número real presupone los conceptos funda- 
mentales de la teoría de conjuntos, voy a posponer la definición 
correspondiente (según la cual todo número real es un conjunto de 
generadores de número coincidentes) hasta el capítulo III. 


2.2.2. La relación de desigualdad entre generadores de número 


Si a=b es contradictorio (lo cual quiere decir, si la suposición de 
que sea a = b conduce a una contradicción), escribiremos a + b. 


Teorema 1. Sia + b es contradictorio, a.= 6 [L.E.J. Brouwer 


1925, p. 254]. 


Demostración. Determínese n de modo que 
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[An+p =Qp | < 1/4k y ldnip—bn| < 1/4k para todo P. Supongamos 
ahora que |a,—b,] > 1/k; entonces tendríamos |%..p —d,+,] >1/2% para 
todo p, lo cual entraña a + b; así pues, |a,—b,] < 1/% Y lp — Bn, | 
< 2/k para todo p; y como para todo k podremos encontrar un £» tal 


que esta desigualdad sea válida para todo p, será a = b. 


CLAS. Tendremos que hacernos al hecho de que semejante teorema 
necesite una demostración. 

IN. No sucede siempre que la demostración de imposibilidad de la 
imposibilidad de una propiedad sea una demostración de esa propie- 
dad misma; cosa que será instructivo hacer visible con un ejemplo 
[L.E.J. Brouwer 1925, p. 252]. Voy a escribir el desarrollo decimal 
de Tr, y bajo él la fracción decimal p = 0,333..., que interrumpiré en 
cuanto haya aparecido en T la secuencia de dígitos 0123456789: si 
el 9 de la primera secuencia 0123456789 de rT es el k—ésimo dígito 


AnS 10 — 1 
después de la coma, p = 3) 10E - pk - Supongamos ahora que P no pueda 
¡ YOX — 1 
ser racional; entonces, p TAR 10k sería imposible, y en T no podría 


aparecer ninguna secuencia como la indicada; pero entonces p= 1/3, 
cosa que también es imposible. Así pues, el supuesto de que p no 
puede ser racional ha llevado a una contradicción; sin embargo, no 
tenemos derecho a afirmar que p sea racional, ya que esto significa- 
ría que podríamos calcular unos enteros p y q tales que p = p/g, lo 
cual exige, evidentemente, que o bien podamos indicar en T una 
secuencia 0123456789 o podamos demostrar que no es posible que 
en él aparezca nunca semejante secuencia. 

CLAS. Y usted rechaza mi argumento de que p es igual a uno de 
los números racionales 1/3, 0,3, 0,33, etc., aunque no sepamos a 
cuál de ellos. 

IN. Exactamente; creo que se expresa mejor la situación real en 
que nos encontramos diciendo que p no puede ser distinto de todos 
y cada uno de esos números. i 
CLAS. Me parece que la dificultad proviene de su interpretación 
de la negación, que se separa de la corriente: para usted, ““p no es 
racional” significa lo mismo que “la suposición de que p sea racional 
lleva a una contradicción”. De ahí que sólo pueda usted hablar de 
falsedad “de iure”, mientras que corrientemente la negación se 
refiere a la falsedad “de facto”; esto puede dar razón del peculiar 
comportamiento de la negación que usted emplea. 

IN. Puedo adherirme a esa opinión si estamos de acuerdo en que 
en la matemática intuicionista sólo puede desempeñar un papel la 
falsedad “de iure”; pues la falsedad “de facto” entraría en conflicto 
con el principio de la constructividad. 

Hablando estrictamente, tendremos que distinguir muy bien el uso 
de. “no” en las matemáticas del que se hace de esta palabra en. las 
explicaciones que no son no matemáticas, sino que se expresan en el 
lenguaje corriente. Pues en las aserciones matemáticas no puede 
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presentarse ninguna ambigúedad: “no” tiene siempre su sentido 
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estricto, de suerte que “la proposición p no es verdadera” y “la 
proposición p es falsa” significan “sI suponemos la verdad de p 
llegamos a una contradicción”; pero si digo que el generador de 
número que acabo de definir, p, no es racional, ello no pretende ser 
una aserción matemática, sino un enunciado acerca de cuestiones de 
hecho: quiero decir con ello que no se ha presentado aún ninguna 
demostración de la racionalidad de (£. Como no siempre es fácil ver 
si con una frase lo que se pretende expresar es una aserción 
matemática o un enunciado acerca del estado actual de nuestros 
conocimientos, es necesario ser cuidadoso al formularlas: siempre 
que exista algún peligro de ambigúedad, expresaremos la negación 
matemática mediante expresiones tales como “es imposible que”, 
“es falso que”, “no puede ocurrir que”, etc., mientras que la 
negación de hechos se expresará mediante “no tenemos derecho a 
aseverar que”, “nadie sabe si”, etc. 

Hay un criterio valiéndonos del cual somos capaces de reconocer 
las «userciones matemáticas como siendo tales. En efecto, toda 
aserción matemática puede expresarse de la forma “he realizado 
mentalmente la construcción A”, y es posible expresar la negación 
matemática de esta aserción diciendo “he efectuado mentalmente 
una construcción, B, que deduce una contradicción de la supo- 
sición de que la construcción A se lleve a cabo”, que vuelve a 
tener la misma forma; por el contrario, la negación fáctica de la 
primera aserción es “no he efectuado mentalmente la construcción 
A”, enunciado que no posee la forma de una aserción matemática. 


PRAG. — Parece estar usted muy interesado por ejemplos tales como 
el del número p: los encuentro casi en todos sus trabajos. Para quien 
lo mira desde fuera, la construcción de semejantes casos patológicos, 
traídos por los pelos, parece una ocupación algo fútil. 


IN. Nos vemos obligados a construir tales ejemplos para convencer 
a los demas de la necesidad de demostrar ciertas proposiciones: pero 
sería erróneo considerarlos parte esencial de la matemática intuicio- 
nista, exactamente lo mismo que sería un error sostener que la 
función continua y no diferenciable de Welerstrass constituye una 
parte esencial del cálculo diferencial clásico. 


2.2.3. La relación de separación entre generadores de número 


Pero hemos insistido demasiado en la negativa noción de desigual- 
dad; pues los conceptos negativos son para nosotros todavía menos 
importantes que en la matemática clásica; siempre que es posible los 
remplazamos por conceptos positivos. En el caso de la desigualdad 
entre generadores de número real ello se logra con la ( 


Definición 1: e los generadores de número real a y b, a 
está separado de b (a + b) significa que pueden encontrarse un n y 
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un k tales que la, ,, —b,,p >1/k para todo p [L.E.J. Brouwer 1919A, 
p. 31. 

aFb entraña a* b, pero la aserción conversa es inexacta, cosa 
que puede hacerse ver mediante un ejemplo todavía más alambicado 
que el anterior; y como plantea ciertas cuestiones bastante delicadas, 
lo pospondré a una conferencia ulterior (8.1.1.). Espero que de 
momento esté suficientemente claro que a + b es una condición más 
fuerte que a * b, ya que la primera exige que se indiquen realmente 
los números n y k, mientras que la segunda se contenta con una 
“mera demostración de imposibilidad. 


Voy a deducir ahora las principales propiedades de la relación +. 
Teorema 1.SiaFb,b Ha. 
Teorema 2.SiaH*bya=a'” a Hb. 
Demostración. Podemos encontrar un n y un k tales que 
|An+p — dn+p| >1/k para todo p; 
ahora determinamos m de manera que 
lam+p — Um+p] <1/2k para todo p; 


luego si h es el mayor de los números m y n, 


|Ah+p — Oryp | > 1/2k para todo p. 


Teorema 3. Sia + b es imposible, a = b. [ L.E.J. Brouwer 1925, 
p. 254]. 

La demostración de 2.2.2., Teor. 1, está dispuesta de forma tal 
que asiente este otro teorema, más fuerte que aquél. 


Teorema 4. Si a + b, para todo generador de, número real, C, 
o bien se cumple af c o bien b + c. 


Demostración. De modo análogo a como haciamos en la demostra- 
ción del Teor. 2, encontraremos unos Ak y h tales que 


(1) |An+p — Du+p] > 1/k para todo p; 
(11) |An+1 — Ap+p | <1/8k para todo p; 
(11) ra — Bro < 1/8k para todo p; 


(IV) | Crir — Cryp | < 1/8k para todo p. 


Entonces, en virtud de (1), siendo p = 1, o bien 
[r+1 —Cpyal > 1/2 0 [bj 41 —Cp+1) > 1/2; 
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en el primer caso, de (II) y (IV) deducimos que 
lAñto — Cry] >1/4k Para todo p, 


luego a 4 c; y en el segundo caso, 


Orio — Crip] > 1/4k para todo p, 
osea, bc. | 


2.2.4. Operaciones fundamentales con los generadores de número 


Definición 1. Si a y b son los generadores de número real de- 
finidos respectivamente por las sucesiones de números racionales 


(an) y (bn) | 


i. a+b eslasucesión (a, -+b,,); 
ii. ab  eslasucesión - fa,b,):; 
iii. —a eslasucesión  f--a,); 


iv. sia 0, a? es la sucesión (C,s , siendo c, = 47) sia 0 y 
Cn =0si a, = 0. 


Teorema 1. a + b, ab, —a y al son a su vez generadores de 
número real. 


Demostración. Se demuestra fácilmente por métodos cono- 


cidos que las respectivas sucesiones definidoras son sucesiones de 
Cauchy. 


Observaciones. (1) Nótese que sólo puede definirse a! si 
a+ 0; y esta condición es necesaria y suficiente para mostrar que la 
sucesión definidora de a"! está acotada: : 


(2) Es posible identificar el número racional r con la sucesión tal 
que todos y cada uno de sus miembros sean r; y de esta forma el 
sistema de los generadores de número real se presenta como una 


ampliación del de los racionales. Esta observación se ha aplicado en 
la Def. 1, IV. 


(3) En el caso de los números racionales no es preciso hacer 
distinción alguna entre * y %, ya que si a* b, a— b es un número 
racional que no es 0, y a— b=p/q > 1/29. 


Teorema 2. Sia=a' y b=0b”, se tienena+b=a*+b*yab + 
= a'b.. ? 

S1 a= a?, se tiene —a = —a?, 

Sia+* 0 y a=a, se tiene a! = (a”)!. 
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Demostración. Basta demostrar la última aserción. Como 
a 0, podremos encontrar un n y un j¡ tales que |4,,p > 1/7 para 
todo p; y analogamente, encontraremos un n” y un j” tales que 
[da +p) >1/5? para todo p. 

Dado un número natural cualquiera, k, podemos determinar / de 
suerte que 


, 1 
[Ary — Urol < 5% para todo p; 


hagamos ahora a! = c y (a*)! =c”; entonces, si m es el mayor de los 
números n, n' y l. | a | 
, Om+p— Um+p : 
| Cm+p — Em + y | E ar E 1/k para todo p, 
, | m+p m+p | 


y de aquí c = c?. 


2.2.5. Identidades fundamentadas 


Para poder formular concisamente las identidades fundamentales 
voy a introducir el concepto de función racional. 


Definición 1. Toda función racional, fla, b, c,...) queda 
definida por un número finito de aplicaciones de las cuatro opera- 
ciones fundamentales; y está definida para los generadores de 
número real, a, b, c,..., tales que, siempre que en el cálculo de f 
deba tomarse la inversa de un generador de número, éste + 0. Por 
ejemplo, 


fla, b)=a! (a+ b1y1 
está definida para los generadores de número real a y b tales que 


tanto a como b y a+ b! sean 40. 


Lema. Si f(a, b, c, ...) es una función racional cualquiera, a, b 
y Cc son generadores de número real dados para los que f esté 
definida y ¡ 


CR A E 
podemos encontrar un número natural, n, tal que sea 
Ln+y = HOn+p n+p> Cap >. - ) , 
para todo p. 


Demostración. Sean p, (a, b, c, ...), pa (a, b, c, ...), ... las fun- 
cion2s cuyas inversas hayan de tomarse sucesivamente en el cálculo 
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de f; entonces, Pi(a, b, c, ... ) +, 0, y podremos encontrar un Índice, 
k,, tal que p(a,, 0 A paa n>k,;a continuación encon- 
tramos un ka >k, “tal que PalGn, On, Cn» ---)+ O paran> ko; etc. Sik, 


es el último índice que se encuentre de este modo, se sigue de 2.2. rl 
Def. 1, que x,, = f (Q,, Dn, Cn, -..) paran> Kk,. 


Teorema 1. Toda identidad racional que sea válida para los 
números racionales se cumplirá por generadores de número real, en 
el sentido siguiente: 


sean f(b, Q, Y, -.., Xx, 32, «0 ) Y E(P, 9,7, ... , X, Y, 2, ».. ) funciones ra- 
cionales tales que f=gen caso de que p, 9, 7 . Se sustituyan por unos 
números racionales dados, Po, Po, Yo» ».- y X, Y, 23... Se sustituyan 


por números racionales arbitrarios para los “cuales f y g estén 
definidas; entonces, 


Po» Lo» Yo» ---»%,D,C, ...)=Y9(Pos Lo» Yo» ---» 2D, C, -..) 


para cualesquiera generadores de número real a, b, c, ..., para los que 
f y g estén definidas. 


Demostración. Hagamos 


Po Lo» To» ---,0,b,C, ...)=v 


I(Po, Lo) To) ---,0,D,C, ...)=W. 


como hemos visto en el lema, podemos encontrar un Índice, k, tal 
que 


H(Do, do» Yo . ..3 Am Br, Cr> .. .)=%, 


I(Po) Lo» Yo» - > -> Uns Ds Cno > - -)=W 


para n > k; pero por la hipótesis, v, = w,; de ahí que sea v= w. 

Esto demuestra de un golpe todas las identidades fundamentales 
de la aritmética: y vamos a completarlo con las leyes que siguen, 
que ofrecen una importancia especial en el análisis. 


Teorema 2.a + b Bra a+tcktb+c. 
Demostración. Si |a Gn+p — Payo] > 1/k, tendremos 

[(An;p +Cn+9) —(Onyp +Cn+9)] > 1/k para todo p. 
Teorema 3. a+t0 y b + Oimplica ab H 0. 
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Demostración. Si ln, >1/k y  |b,,,|> 1/k para todo p, ten- 
dremos lAn+oOn+p| > 1/k* para todo p. 


Teorema 4. ab + 0 implicaafOybHO.: 
Demostración. Podemos encontrar un X y un n tales que 


[An.+p rip > 1/K, Ja n+p m| <1, y [Om+p bn] <1 
para todo p; luego 
> Y el> 
S k(¡bn| +1) a+. k(Jan| +1) 
para todo p. 


Teorema 5.a + b +4 0 implica que obienaF 0 ob FO. 


Demostración. Supongamos que a + b FF 0; por el Teor. 2, 
z=a+ta+b% —a, y bH-—a; por 2.2.3, Teor. 4, o bien ¿+0 o 
—a + 0; en este último caso, añádase a a ambos miembros y 
aplíquese el Teor. 2. 


CLAS. Clásicamente, estos teoremas nos presentan propiedades 
negativas, y damos demostraciones indirectas de ellos. Por ejemplo: 
sia + c=b+c, se tiene a=b;luego sia * b, setienea+rc*b+c 
Pero advierto que ustedes necesitan demostraciones directas porque 
se ocupan de la relación positiva +, en lugar de hacerlo de la 
relación negativa +. 


IN. Tanto los teoremas acerca de + como sus demostraciones son 
más sencillos que los relativos a + y a =; pues, como voy a hacer 
patente en el ejemplo que sigue, es preciso manejar estos últimos 
con gran precaución. 


Voy a definir dos generadores de número real, a y b, valiéndome 
de las siguientes leyes: si en los primeros n decimales de r no 
aparece ninguna secuencia 0123456789, a, =b, =2""; y si semejan- 
te secuencia aparece enlos primeros n decimales considerados, supon- 
gamos que el 9 de la primera vez que aparezca es el k—ésimo dígito; 
entonces, si k es impar, a, = =2-% y b, = 27 "pero si k es par, a=2-" 
E Ahora, ni en lo que se refiere a a ni en cuanto a b 
estamos en situación de solventar si es 0 o no; sin embargo, ab = 0: 
en el primer caso, a,b, = 27 21, y en el segundo, a,b, =929-k-8n de 
modo que, en cualquiera de ellos, ayb, < 1/m para n > m. En 
consecuencia, no sera posible demostrar la proposición “siab=0, O 
a=0 0 b=0” mientras existan problemas matemáticos no resueltos 
del género que hemos empleado en este ejemplo. 

CLAS. — Con todo si ab = 0, tiene que ser imposible que ni a ni b 
sean 0. | 

IN. — Cierto, pues, a+ 0 y b+* 0 implica ab + 0, como contraparti- 
da negativa del Teor. 3. Voy a demostrarlo en varios pasos. 
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(D) Si ab=.0 y a+ 0, tendremos b=0, pues b +0 daría ab +0 
(Teor. 3), y si bF O es imposible, ha de ser b= 0 (2.2.3, Teor. 3). 


(II) Si ab=0 y b%0, tendremos a=0, ya que, por (1), aH 0 
nos daría b=0. 


(11) Sia+0 y b% 0, tendremos ab + O, ya que, por (II), ab = 0 
unido a b+* 0 nos daría a = 0. 


FOR. ¿No podríamos decir que si ab=0, 0 a=0 0 b=0, pero 
que no necesitamos saber cuál de estas relaciones es verdadera? 

IN. Sería peligroso adoptar tan descuidada manera de expresarse 
en esta sutil cuestión: sólo aseveramos una proposición si podemos 
demostrarla, de modo que sólo aseveraremos que oa =00b=0en 
caso de que podamos demostrar una de estas proposiciones. Así 
pues, al aseverar que es imposible que a+ 0 y b% O, indicamos 
exactamente lo que hemos demostrado, y esta expresión apenas es 
más complicada que la que usted propone; pero si empleásemos esta 
última, tendríamos que recordar siempre que tiene un sentido 
distinto que aquel en que hacen pensar las palabras. 


2.2.6. Las relaciones de orden entre generadores de número 


Voy a ser breve al ocuparme de estas relaciones. 


Definición 1. a < b si pueden encontrarse un n y un k tales que 
bat+p — A a+p > 1/k para todo p; a > b significa lo mismo que 
b< a. 


Teorema 1. Sia HF b,obiena<bobienb<a. 


Demostración. Encuéntrense un n y un k tales que la, +, — by +p! 
> 1 k para todo p; determinemos ahora m > n de manera que 
lam — Uy +p! < 1/4k y que lb, — Bj +p1< 1/4k para todo p; enton- 

ces, O bien a,, — b,, > 1/k o bien b,, — a,, > 1/k. En el primer caso, 
Gm+p 7 Um+p > 1/2k para todo p, con lo cual b < a;.y en el segundo 
caso obtenemos a < b. | 


Teorema 2. Sia< b, se tiene a E b. 
Esto se sigue inmediatamente de las definiciones. 
Los teoremas 1 y 2 hacen ver que afb es equivalente a 
(a<boa> b). 


Teorema 3. Si tanto a < b como b < a son contradictorios, se 
tiene a= b. 


Demostración. Mediante el Teor. 1, deducimos una contra- 
dicción de la suposición de que a b, luego, 2.2.3, Teor. 3, nos da 
a=b. 
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Teorema 4. Si a < b, para todo número real, c, se cumplen o 
a<coc<b. 


Demostración. Análoga a la de 2.2.3, Teor. 4. 

Teorema 5. Si a<byb=<c, se end a< C: 

Demostración. Como la de 2.2.3, Teor. 2. 

Teorema 6. Sia< 1 y b< c, se tiene a< c. 

La demostración es fácil a partir de la definición. 

Teorema 7.a< bimplicaa+ c<b+ c. 

Demostración. Como la de 2.2.5, Teor. 2. 

Teorema 8.Sia>0yb > 0, se tiene ab > 0. 

Demostración. Como para 2.2.5, Teor. 3. 

Definición 2. Escribimos 4 > bsia> bes imposible, ya b si: 


a < b es imposible. | 
Nótese que a>pb no es lo mismo que (a<b o a=b). Por 
ejemplo, en el ejemplo de 2.2.2, p > 1/3, pero no sabemos si 

p<1/3 0 p= 1/3. 
Teorema 9. Sia < b yb>c se tiene a > c. 


Demostración. De b > c se sigue que b > a oa > c;como lo primero 
es imposible, tenemos a > c. 


Teorema 10. Si a>b yb <c, se tiene a > c. 

La demostración es análoga a la anterior. 

Teorema.11. Sia > b y b > c, se tiene a Y c. 

Demostración. Supongamos que a > c; entonces, a > b ob > c, en 
virtud del Teor. 4. | 

2.2.7. Máximo y mínimo de dos generadores de número. 


Definición 1. Sia =(4,) y b =(b,), máx (a,b) =([máx (A, b,)) 
y mín (a, b) = (mín(a An, DA) Y. 0 | | 


Teorema 1. Si a y b son generadores de número real, c = máx 
(a, b) y d = mín (a, b) son también generadores de número real. 
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Demostración. Hállese un n tal que para todo p tengamos 
[Ar+p 0 | <1/E, [by 7 —b,] <1/L. 
Supongamos ahora que a, = b,,, con lo cual c,, = a, ; entonces, se 
tendrá Cnyp < Un+p > A — 1/k=c, —1/k, y además 
Amp <a + 1)k Y  0Bm¡p<B, + 1/kSa, +1/k, de modo que C.a+p <C, + 1/k. 
De ello se sigue que la sucesión (c,) es una sucesión de Cauchy. 


Teorema 2. máx(a, b) < a; máx(a, b) < b; máx(a, b) = máx(b, a); 
mín (a, b) tiene propiedades análogas; máx(a, b) Y min(a, b). 


Teorema 3. Si x > máx(a, b), se tiene x > a y x > b. Conversa- 
mente, six > a y x > b, se tiene x > máx(a, b). 


Demostración. La primera parte del teorema se sigue inmedia- 
tamente de máx(a, b)%a y 2.2.6, Teor. 10. Para demostrar la 
segunda parte basta observar que a partir de 


Carp" Un+p > 1/% y Tr Op > 1/% 
se sigue que 
Cayp = MÁX (Ario: Onyp) > 1/k. 
Teorema 4. máx (ab, 0) = máx (a, 0) máx (b, 0) + 


+ mín (a, 0) mín (5, 0). 


Demostración. Esta ecuación se comprueba facilmente cuando 
a y b son números racionales sin más que examinar los distin- 
tos casos en cuanto a los signos de a y b; y su validez para los 
generadores de número real se sigue de las definificiones de ab y de 
máx(a, b) y mín(a, b). 


Teorema 5. máx(a, b) + mín (a, b)= a+b, 


2.2.8. Valor absoluto de un generador de número 


Definición. Si a es un generador de número real, su valor 
absoluto es la| = máx(a, —a); o, cosa que equivale a lo mismo, si 


a==fa,), jal=(4,|). 


Observación. La grafica de la función y = | x | no es la unión 
de dos semirrectas: hay que  complementarla mediante los 
puntos para los cuales se desconozca si corresponden a un valor de x 
que sea>0, <0 ó =0; cosa que se consigue con la definición que 
hemos dado, que define x para todo generador de número real, x. 
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En general, si queremos considerar una línea poligonal como curva 
continua, tenemos que complementarla en cada ángulo de manera 
análoga. 


Teorema 1. Sia y b son generadores de número real, 
lal + 1b1 < lal + 161. 


Demostración. Supongamos que lal + |b| < lal + lbl; entonces 
podríamos encontrar un n y un k tales que | 


[Caio + nto] — (la Antpl + a dm+p)) > 1/k para todo p; 


pero esto no puede ser verdad para ningún valor de p, 
Teorema 2. [a] |b] =/ab). 
Teorema 3. |—a|=]|al; sia 40, la] =|a|-1. 


2.3. Los números reales respetables 


FOR. Permítame volver a su ejemplo de dos números cuyo 
producto era cero sin que ninguno de los dos lo fuese. En éste y 
otros ejemplos semejantes emplea usted números reales cuyas rela- 
ciones de orden con respecto a los racionales no se conocen 
totalmente; ¿no podríamos sortear tales complicaciones restringien- 
do la aritmética a los números reales que yo me atrevería a llamar 
respetables, o sea, a aquellos que están perfectamente ubicados con 
respecto a los racionales? 

IN. Esa parece una prudente propuesta, ya que la mayoría de los 
números reales que se presentan en el análisis son respetables en ese 
sentido; sin embargo, no creo que sea realmente posible resolver de 
esa forma las dificultades a que usted alude. Pero no voy a entrar en 
esta cuestión, ya que hay objeciones todavía más graves; antes de 
ocuparme de ellas, con todo, considero conveniente demostrar que 
algunos de los números reales más importantes son respetables. 

La demostración es muy sencilla por lo que se refiere a e. 


1 
o (las sumas parciales de la serie forman un generador de 
0 
número); supongamos ahora e = m/n; haciendo 
= > y Pa = y 1? 
0 n+1 


tendríamos sucesivamente: 


1 m+D!__1 $ 1 a 
n= (n+D! en n+k)! (n+1)! 2 (n 4 2)*—1 
1 n+2 1 n+l EA 
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m ] . i 
A AS m(n—1)! =0n!s, +n!r,; 
pero esto último es imposible, ya que n! r,, < 1/n no es un entero. 


CLAS. Esa es una demostración perfectamente conocida de la 
irracionalidad de e; pero édirime la cuestion de las relaciones de 
orden entre e y m/n? 

IN. Para hacerlo, tenemos que convertir la última parte en un 
razonamiento positivo. Advertimos, ante todo, que 


1 1 
PS A E 
1 J| 
e A 
mr (e 5) <= 5 
m 1 : 
como n! (Es ) es un entero, nie =) dí esto nos proporciona 


m 1 
e — am (n+1)1 5 y en consecuencia, basta calcular e con un grado de 
aproximación suficiente para solventar la cuestión de sus relaciones 


de orden con respecto a m/n. 


Como ve usted, con objeto de demostrar que un número real 
dado, a, es respetable, basta dar una demostración de la irracionali- 
dad de a, ya que con ella se establece a la vez una medida del grado 
de esa irracionalidad, o sea, una función aritmética, P(n), tal que 
a - ES PEA para todos los valores de m y de n. 

n pla) 


Para encontrar una medida de la irracionalidad de los números 
algebraicos [L.E.J. Brouwer 1920, p. 960], fijémonos en dos núme- 
ros algebraicos, a y b; valiéndonos de un cálculo en el que sólo 
entren operaciones con números racionales encontraremos una ecua- 
ción algebraica, 


fa E C,, =0 (siendo Co > 0), 


con coeficientes enteros, entre cuyas raíces se encuentren a y b y 
cuyo discriminante sea d, + O (siendo d un entero). Ahora bien, 


d=c«P7*]] (<;—,)?, 


i<lk 


siendo W, = q,wz = b,uy ,... w, las raíces de f(x) = 0; determinemos 
el entero, Ak, tal que 


A 


2n—>» tn —>” 
co. 2 pp n= 


entonces, a — b/? sE 
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Y si tomamos para b un número racional, hemos hallado así una 
medida de la irracionalidad de a. ? 


Todo esto es bastante satisfactorio; pero por otra parte no 
sabemos si la constante de Euler, C, es racional, de modo que ésta, 
en el estado actual de nuestros conocimientos, no satisface la. 
condición que había Impuesto usted. Todavía más grave es el hecho 
de que la suma de dos números respetables no necesite ser también 
respetable. Por poner un ejemplo, voy a definir un generador de 
número real, c, escribiendo el desarrollo decimal de r y deteniéndo- 
me tras la primera secuencia que exista de una de las formas 
0123456789 o 9876543210; pero si esta última aparece primero, 
cambiaré en 1 el O final. Tanto 7 como c son números respetables, 
lo cual se ha demostrado en el caso de 7 porBrouwer [(L.E.J. 
Brouwer 1920, p. 961]: la demostración que da este matemático 
hace ver que para todo-número racional, r, podemos encontrar un 
número natural, n, tal que |r — r| > 10%; y Calculando 7 con n 
dígitos después de la coma averiguamos la relación de orden 
existente entre c y Tr. Pero c — Tr no es respetable (o, al menos, no 
sabemos que lo sea), ya que actualmente nadie es capaz de solventar 
la cuestión de si c — rr es igual, mayor o menor que 0. 

Por estas razones parece Impráctico restringir la aritmética a los 
números respetables. Y, en consecuencia, dejaré de lado esta noción 
y seguiré adhiriéndome a la definición presentada en 2.2.1, Def. 1. 


2.4. Los límites de las sucesiones de generadores de número real 


Por mor de la completitud, voy a formular la definición de 
convergencia positiva. 


Definición 1. La sucesión de generadores de número real'(0,, y 
es (positivamente) convergente hacia el límite a si, dado un número 
natural cualquiera, k, puede encontrarse un número natural, n, tal 
que, para todo número natural p, 


(1) | [a — ar, )] <27*, 


CLAS. En las definiciones de este género, lo importante no son las 
palabras, sino la manera en que se las entienda; y usted lo recalca 
empleando las palabras “puede encontrarse”, que expresan que el 
número n no solamente ha de. existir, sino que ha de conocérselo 
efectivamente. Pero tengo todavía una pregunta que hacerle: ¿por 
qué usa la expresión “positivamente convergente”: existe alguna 
noción de convergencia negativa? 

IN. - En realidad, y como sucede con muchos otros conceptos, 
además de la noción positiva de convergencia, que se obtiene de una 
forma natural si tomamos la definición habitual en sentido canstruc- 
tivo, es posible definir'una noción negativa, más débil, que clásica- 
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mente es equivalente a la positiva. Sin embargo, como al utilizar 
estas nociones negativas se presentan dificultades vinculadas a las 
propiedades de la negación intuicionista, me parece mejor tratarlas 
en un capítulo sobre la lógica (7.3.2). 

El principio general de convergencia de Cauchy es valido; y les 
dejo a ustedes la tarea de formularlo positivamente y de demostrar 
que proporcióna una condición necesaria y suficiente de convergen- 
cia. También subsisten intuicionísticamente los teoremas acerca de la 
convergencia de una subsucesión, los relativos al límite de la 
sucesión suma y el de la sucesión producto de dos sucesiones, así 
como otros teoremas semejantes; sin embargo, otros muchos teore- 
mas “clásicos ya no son válidos. Como ejemplo, puede afirmarse que 
una sucesión monótona acotada no necesita ser convergente; tene- 
mos un contraejemplo sencillo en la sucesiónfa, jdefinida del modo 
siguiente: a, = 1-—2% si entre los primeros n dígitos del desarrollo 
decimal de r no se encuentra ninguna secuencia 0123456789, y 
ad, =2-—2:" si entre esos n dígitos aparece dicha secuencia; pues 
nadie sabe si el límite de esta sucesión, en caso de existir, será 1 ó 
2; por consiguiente, no nos está permitido decir que exista tal límite 
formando un generador de número real bien definido. 

No voy a detenerme ahora a dar definiciones de conceptos tales 
como los de límite superior de una sucesión o de mínima cota 
superior de una sucesión, ya que se obtienen a partir de las 
definiciones usuales expresándolas positivamente y tomando en 
sentido positivo toda aserción existencial que en ellas aparezca. 

Obsérvese que a== (a, ), siendo racionales los a,,, implica lím a, = a. 


TIL Los oesruiecuES Y LAS ESPECIES 


3.1. Los despliegues 
3.1.1. Las sucesiones que se prolongan infinitamente 


Hasta ahora hemos supuesto que todo generador de número real 
está determinado por una ley que, siendo n cualquier número 
natural, proporciona unas prescripciones completas para calcular el 
n-ésimo miembro de la sucesión. Ahora bien, este punto de vista 
basta mientras sólo nos fijemos en generadores de número real 
aislados, pero se convierte en insatisfactorio en la teoría del 
continuo (considerado como el conjunto de todos los generadores de 
número real): la noción. .de ley arbitraria es innatural e inmanejable; 
puede ser útil cuando se base uno en un sistema formal, pero 
entonces no lleva a una teoría que se corresponda suficientemente 
con la idea intuitiva que tenemos del continuo. Brouwer ha sido el 
primero en mostrar cómo puede obtenerse una teoría satisfactoria 
de éste sin valerse de la idea de ley arbitraria. 

Nunca tenemos enteramente al alcance de la mano un generador 
de número real: nunca poseemos otra cosa que una parte finita de la 
sucesión que lo defina; lo cual nos lleva a pensar que todo generador 
de número real se encuentra en constante estado de crecimiento. 
Ahora bien, la noción de la ley de progresión sólo es esencial aquí en 
la medida en que garantiza la posibilidad de continuar ilimitadamen- 
te la sucesión, luego podemos eliminarla postulando directamente tal 
posibilidad [L.E.J. Brouwer 19194, p. 3; 1920, p. 956; 1924, p. 
245]; así pues, con sucesión que se prolonga infinitamente (abrevia- 
damente, spi) queremos decir exactamente lo que expresan estas 
palabras, o sea, sucesión que puede continuarse ad infinitum; y la 
cuestión de cómo se determinen sucesivamente los componentes de 
la sucesión, ya sea mediante una ley, por libre elección, lanzando un 
dado o por cualquier otro medio, carece enteramente de importan- 
cia. * Desde luego, surgen ahora dos preguntas: des legítima la 
introducción del concepto de spi? ; ¿es oportuna? Puede contestarse 
afirmativamente a la primera si dicho concepto es lo suficientemente 
claro para que se lo pueda admitir como un concepto fundamental 
de la matemática. Pero sospecho que ustedes albergan dudas sobre la 
claridad. | 
FOR. Desde luego, yo las tengo; pues al incluir tal concepto 
introduce usted en las matemáticas la noción de tiempo y un 
elemento subjetivo que no tienen un puesto en ellas: toda sucesión 
que se prolonga infinitamente se prolonga en el tiempo, y la manera 
de prolongarse puede depender de las elecciones que se hagan, o sea, 
de unos actos voluntarios del sujeto que elija. 
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IN. En eso, de acuerdo; con todo, si examinamos los teoremas 
sobre la aritmética de los números reales de los apartados 2.2.4 y 
2.2.5 veremos que sólo dependen de la posibilidad de continuar 
indefinidamente las sucesiones: nunca nos hemos valido del hecho 
de que su continuación estuviera gobernada por una ley; luego tiene 
que ser posible atender a tal continuación sin preguntar cuál será la 
ley que la gobierne. Por ejemplo, en la definición de la suma de dos 
generadores de número real (2.2.4), se sabe cuál es la n-ésima 
aproximación de a + b en cuanto estén dadas las n-ésimas ap:o0xima- 
ciones de a y de b; de ahí que, si a y b son sucesiones que se 
prolongan infinitamente, a +b sea también una sucesión de este 
género. Así pues, para llegar al concepto de spi no necesitamos 
introducir ideas nuévas; en particular, no es preciso introducir la 
noción de elección: aquí usamos la palabra “elección” como expre- 
sión breve referente a la generación de un componente de la 
sucesión; por lo tanto, la idea de una ley que gobierne la producción 
de ésta no nos es necesaria, y puede eliminársela por un proceso de 
abstracción. Dadas estas razones, le ruego que admita que la noción 
de spi es suficientemente clara. 

En lo que se refiere a la dependencia de toda spi del concepto de 
tiempo y su subjetividad, es necesario tratar la cuestión con mayor 
extensión. Ampliando 2.2.1, Def. 1, definamos generador de número 
real como una spi que sea una sucesión de Cauchy de números 
racionales. Ahora merece atención especial la condición de ser una 
sucesión de Cauchy, pues si se eligen libremente los. números que 
formen tal sucesión, ¿como sabremos de antemano que ésta lo será 
de Cauchy? Evidentemente, la única manera de hacerlo es restringir 
la libertad de elección mediante unas reglas que garanticen la 
propiedad de Cauchy antes de efectuar elección alguna, esto es, 
mediante la condición de que | a, —4,,,|<1/n para todo n y todo p: 
una spi a la que sólo hayamos sometido a esta condición será, 
ciertamente, una sucesión de Cauchy. 

De la misma manera, es posible ampliar toda la teoría de los 
generadores de número real que hemos explicado en los apartados 
2.2 y 2.4 de suerte que abarquen los generadores de número 
real en el sentido ampliado que ahora hemos definido; y, de 
acuerdo con ello, a partir de este momento voy a adoptar esta 
última definición. 

Hablando en general, eliminamos los aspectos subjetivos y tempo- 
rales de la noción de spi al admitir únicamente aquellos razonamien- 
tos que se apliquen a las sucesiones con independencia de las 
elecciones que estén todavía por hacer. 

Las elecciones medianté las cuales se genera una spi no tienen por 
qué ser completamente libres: es posible restringir tal libertad de 
varias maneras, con tal de que en cada estadio seamos capaces de 
solventar la cuestión de qué componentes pueden tomarse en la 
próxima elección y cuáles no. Por ejemplo, la condición de que sea 
[A, — Aizp] < 1/ n pará todo n y todo p satisface este requisito, ya que 
tras haber efectuado las elecciones correspondientes a a;,,..., a, 
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sabemos qué números racionales pueden elegirse como a,, +1 Y 
cuales no. Brouwer permite que, tras haber efectuado cierto número 
de elecciones, se añadan por una decisión libre nuevas restricciones a 
las elecciones subsiguientes [L.E.J. Brouwer 1924, p. 245]. 


3.1.2. Definición de despliegue 


El mayor interés que ofrece el concepto de spi reside en el modo 
de generalidad que conlleva: toda sucesión de Cauchy de números 
racionales libre representa el continuo de los generadores de número 
real mucho mejor que una sucesión determinada por una ley no 
especificada, ya que corresponde al concepto intuitivo del continuo 
como una posibilidad de determinación gradual de puntos. La 
generalización de esta idea lleva a la definicion brouweriana de 
despliegue (spread) [L.E.J. Brouwer 1918, p. 3; 1924, p. 244; 
1954, p. 8]. | 

Todo despliegue, M, está definido por dos leyes: la primera, a la 
que voy a llamar ley de despliegue, Ay, regula las elecciones a hacer 
de números naturales, mientras que el efecto debido a la: segunda, o 
ley complementana, Py, consiste en asignar una sucesión de entida- 
des matemáticas a toda spi de números naturales que se genere de 
acuerdo con la primera ley. 

Es conveniente introducir las expresiones que siguen relativas a 
sucesiones E d1,-<» 0,, Ay + 1 Será un descendiente inmediato 
de a,,..., 4,5 Y, conversamente, 41 ,..., A, será el antecesor inmedia- 
to de as, ..., a, a eitali ais 


Definición 1. Una ley de despliegue es una regla, A, que di- 
vide las sucesiones finitas de números naturales en sucesiones 
admisibles e inadmisibles, de acuerdo con las prescripciones siguien- 
tes: | 


(1) mediante A, es posible solventar, para todo número natural k, 
si es una sucesión “ddmisible de un solo miembro o no; 


(2) toda sucesión admisible, a;,, az, ..., y, Ay + 1, es un descen- 
diente inmediato de una sucesion admisible a,, az, ..., 4,,; | 

(3) dada una sucesión admisible, a,, ..., ay, Á nos permite solven- 
tar, para todo número natural, k, si 1)... Up, R. es una sucesion 
admisible o no; 


(4) para toda sucesión, admisible, a,, ..., a, , puede encontrarse al 
menos un número natural, k,tal que a,, ..., a,, R Sea una sucesión 
admisible. 


Así pues, es posible representar las sucesiones admisibles como 
algo que se despliega a modo de un abanico, según vemos en la Fig. 
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1; pero es preciso recordar que de todo vértice del diagrama puede 
partir un número infinito de ramas. 


Fig. 1 


Definición 2. La ley complementaria, Ty, de un despliegue, 
M, asigna una entidad matemática definida a toda sucesión finita 
que sea admisible de acuerdo con la ley de despliegue de M. 

FOR. ¿Qué tipo de entidades asigna l',yy a las sucesiones admisl- 
bles? 
IN. En la teoría de_los generadores de número real, números 


racionales; y en general pueden ser cualesquiera entidades matemati- 
cas previamente introducidas. 


Definición 3. Se llama spi admisible a toda spi, (a,j, que se 
someta a la condición de que, para todo n, a,,..., a, tiene que ser 
una sucesión admisible de acuerdo con la ley de despliegue Ay. Y la 
spi de las entidades que la ley complementaria asigne a las sucesio- 
nes 4;;4,, 42;...5d1, ..., Ay; ... es un elemento del despliegue M. 

Así pues, todo elemento, b, de un despliegue es una spi, (b,); nos 
referiremos a b,, llamándolo n-ésimo componente de b. 


Definición 4. Dos elementos de despliegues son iguales si sus 
n-Éésimos componentes son iguales para todo n. 


Definición 5. Dos despliegues son 2guales si para todo elemen- 
to de uno cualquiera de ellos puede encontrarse un elemento 
igual en el otro. 

Se ve fácilmente que »las relaciones de igualdad entre elementos de 


despliegues y entre despliegues satisfacen las condiciones usuales de 
reflexividad, simetría y transitividad. 


3.1.3. Ejemplos de despliegues 


(1) Supongamos que r;, 72, ... designe una enumeración de núme- 
ros racionales. Ay: todo número natural forma una sucesión 
admisible de un miembro; si 41, .»., 0, €s UNA sucesión co 
dj, ...,0,, A, + 1 es una sucesión sdmusiblé si y sólo si|?,, —7a pl Eo 


Pu: a la sucesión a;,,..., a, (si es que es admisible) se le asigna el 
número racional r,,, . 


Los despliegues y las especies 45 


Los elementos de M son los generadores de número real 
Ya» Ya, -- 5 para todo generador de número real, c, puede encontrar- 
se un miembro de M,m, tal de sea c=m; y en este sentido M 
representa el continuo de los generadores de número real. 


(II) En el ejemplo 1, añádase a Ay la condición de que 
0< rg, <1 para todo n; ahora M representa los generadores de 
número real, x tales que 0 > x » 1. 


(III) En .el ejemplo Il, añádase a Ay la condición de que 
|1/2—r,, | <|1/2—r, |] para todo n>1. 


ahora M representa los generadores de número real, y, tales que 
0<y<l. 


(IV) Ayr: es admisible toda sucesión que conste de Os y 1s, con 
exclusión de todo otro número. | 
Py: a la sucesión a; ,..., a, se le asigna el número racional 


n 
Y a2*; 
k=1 


M representa los generadores de número real dualmente explotables, 
x con 0» x> 1 (se llama a x dualmente explotable dually develo- 
pable si para cualquier número de: la forma a/2" =b, pueden 
demostrarse o bien x > b o bien x « b). 


(V) Añádase al Ay del ejemplo IV la restricción de que a, = 0 si 
n es impar. Entonces, M es un despliegue de generadores de número 
real semejante al discontinuo de Cantor. 

Es evidente que modificando las restricciones incluidas en A,, 
podemos definir varios despliegues de generadores de número real. 


(VI) Hagamos que, l'y asigne a cualquier sucesion admisible, 
41, ..., 4,, SU último número, a, ; en este caso, se dice de M que es 
un despliegue desnudo; y todo despliegue desnudo queda completa- 
mente definido por sólo su ley de despliegue. 


Nota sobre la terminología. En sus primeras publicaciones, Brou- 
wer empleó la palabra “Menge” [en alemán, conjunto] para lo que 
aquí llamamos despliegue; pero luego ha evitado términos tales 
como Menge, set [en ingl. conjunto], class [clase], y ensemble [en 
fr., conjunto], que insinúan la concepción —nada infrecuente en la 
teoría clásica— de que un conjunto está formado por la totalidad de 
sus elementos, y ha introducido la palabra “despliegue” (en ingl., 
“spread”; en holandés, “spreiding”; en fr., “déploiement”). En el 
próximo apartado introduciremos otro concepto, también análogo al 
concepto clásico de conjunto, bajo el nombre de “especie”. Voy a 
seguir la terminología de Brouwer, esto es, voy a emplear sin rigor 
formal la palabra “conjunto” en los párrafos de carácter explicativo, 
cuando compare la teoría intuicionista con la clásica. 
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3.2. Las especies 
3.2.1. Definición de especie 


Hay dos maneras de definir intuicionísticamente un conjunto: 1) 
mediante un modo común de generación de sus elementos, caso que 
tiene su realización en los despliegues; y II) mediante una propiedad 
característica de sus elementos; y a los conjuntos de esta indole se 
les llama especies [species]. 


Definición 1. Una especie es una propiedad que pueda 
suponerse que poseen ciertas entidades matemáticas [L. EJ: Brouwer 
1918, p. 4; 1924, p. 245; 1952, p. 142]. 


Definición 2. Una vez que se haya definido una especie, E, 
cualquier entidad matemática que se haya- (o se pueda haber) 


definido antes de £ y que satisfaga la condición E será un miembro: 
de la especie £. 


3.2.2. Ejemplos de especies 


(D) Los generadores de número real que coincidan con un genera- 
dor de número real dado forman una especie (o, con mayor 
exactitud: la propiedad de coincidir con un generador de número 
real dado es una especie; y toda definición de especie que se dé de 
aquella forma deberá transponerse del mismo modo); de esta especie 
se dice que es un número real. Si x es un número real y si el 
enerador de número É es uno de sus miembros, diremos que 
e epreienia x, y también que é coincide con x. 


(11) Las ssppii iguales a los elementos de un despliegue, M, forman 
una especie, que será. la especie de despliegue correspondiente, En - 


(UI) Todos los números reales forman una especie, que no está 


definida como especie de despliegue, y que es el continuo (monodi- 
merisional, de los números reales). 


(IV) Los componentes de una spi de números naturales, E, forman 
una especie a la que, por brevedad, identificaremos con É. 


3.2.3. El tipo de las especies 


CLAS. ¿No es necesario para evitar las definiciones circulares, 
Introducir una jerarquía de tipos de especies análoga a la de 
Principia Mathematica? 

[N. Las definiciones circulares quedan excluidas por la condición 
de que los miembros de toda especie, E, hayan de definirse 
independientemente de la definición de E; condición que es obvia 
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desde el punto de vista constructivo. Y es cierto que ello hace 
pensar en una ordenación de especies que se parece a la jerarquía de 
los tipos: a las sucesiones que se prolongan infinitamente y a las 
especies de despliegue se les llama también especies de tipo cero; y 
toda especie cuyos miembros sean especies de tipo cero será de tipo 
uno. 


Definición 1. Una especie es de-tipo n si todos sus miembros 
tienen tipo inferior a n y. al menos uno de ellos es de tipo n — 1. 
Los ejemplos I, II y IV son de tipo 0; el TI es de tipo 1. 


3.2.4. Las subespecies 


- La noción de subespecies de una especie dada no ofrece dificultad 
alguna. Voy a emplear los signos €, U y N con el significado que se 
les atribuye habitualmente: E CH significa que todo miembro de E 
es también miembro de H, y E=Q$H (E es igual a H) si ECH y HCE; 
a FÉ E significa que es imposible que a sea un miembro de E; si H 
es una subespecie de E, E— H es la especie de los elementos de E 
que no puedan pertenecer a H. 

Si HCE, no siempre es E*= HU (E — H) idéntica a E ya que en 
E” se encontrarán sólo aquellos elementos de E para los que pueda 
solventarse si pertenecen o no a H. Por ejemplo, si E es la especie de 
los números reales y H la de los números racionales, E — H será la 
especie de los números negativamente irracionales; y en el caso de 
un número real tal como la constante C de Euler, que no se sabe si 
es irracional o no, no se puede decir que pertenezca a HU (E -— H). 


Definición 1. Si las especies E y Ji poseen la propiedad de 
que E no puede contener ningún elemento que no pertenezca a H y 
H no puede contener ningún elemento que no pertenezca a E, E y H 
son especies congruentes [L.E.J. Brouwer 1924, p. 246]. 


Teorema. Si H es una subespecie de E, se tiene que E*'=HU 
(E — H) es congruente con £. 


Demostración. Como E'CE, sólo necesitamos demostrar que 
E no contiene 'ningún elemento que no pertenezca a E”. Supón- 
gase que a E E pero a E E”; entonces, a $ H, de modo que a € E 
— H, por lo cual a€ E”, que contradice la hipótesis a £ E”; por 
consiguiente, para todo elemento, a, de E, es imposible que a É E” 


Definición 2. Si HCE y HU(E-—H) es igual a E, H es una 
subespecie desgajable de E, y E se escinde en E y E— H [L.E.J. 
Brouwer 1924, p. 247]. 


CLAS. Eso equivale a decir que podremos solventar para todo 
elemento de E la cuestión de si pertenece o no a HH. Es evidente que 
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si H es una subespecie desgajable de E, E— H es también una 
subespecie desgajable de E. 
IN. Permítame presentar algunos ejemplos. 

La especie de los números pares positivos es una subespecie 
desgajable de la especie de los números naturales, N. 

No sabemos si la especie de los exponentes, n, para los que la 
ecuación x” + y” = 21 tiene soluciones enteras no triviales constitu- 
ye o no una subespecie desgajable de N. 

Más adelante (3.4.3, Teor. 2) veremos que el continuo no posee 
otras subespecies desgajables que él mismo y la especie nula. 


3.2.5. La relación de equivalencia entre especies 


Como es habitual, se dice de dos especies entre las que se haya 
establecido una correspondencia biunívoca que son especies equiva- 
lente. Como hemos observado en 2.1, la construcción de un número 
natural, n consiste en formar sucesivamente los números de l a n; 
pues bien, esos números formarán la especie 1 > n. Una especie 
finita es una especie que sea equivalente a 1 > n para algún número 
natural n. 


Definición 1. Una especie equivalente a la de todos los 
números naturales, N, es infinita numerable [denumerably infinite]. 


Definición 2. Se llama infinita a toda especie que contenga 
una especie infinita numerable. 

Por consiguiente, una especie que no pueda ser finita no tiene 
necesariamente que ser infinita. 


Definición 3. Se llama enumerable [numerable] a toda espe- 
cie equivalente a una subespecie desgajable de N [L.E.J. Brou- 
wer 1918, p. 7; 1924, p. 248] [A. Heyting 1929, p. 51]. 


Ejemplo. La especie de los primos gemelos, (p,'p + 2), es enume- 
rable, aunque nadie sabe si es finita o infinita. 

No voy a entrar en la teoría de los números cardinales, que es 
muy distinta de la teoría clásica [L.E.J. Brouwer 1924], entre otras 
cosas en que dos especies no tienen por qué ser comparables en 
cuanto a sus números cardinales. Pues es fácil dar un ejemplo de una 
especie a cuyo respecto se desconozca si es la especie nula, una 
especie finita o una infinita. 


CLAS. La especie de los números, n, tales que el n-ésimo hasta el 


(n + 9)-ésimo dígitos de r formen la sucesión 0123456789 constitu- 
ye un ejemplo de ese tipo. 


IN. Una consecuencia inmediata de 3.4.5, Teor. 2, es que el 
continuo no es infinito numerable. 
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3.3. Aritmética de los números reales 
3.3.1. Las relaciones y operaciones para los números reales 


En 2.2 nos hemos ocupado de la aritmética de los generadores de 
número. Ustedes mismos pueden dar fácilmente las definiciones de 
igualdad y de desigualdad entre números reales, así como la demos- 
tración de las principales propiedades de tales relaciones. Una vez 
que se han dado (de la manera que es obvia) las definiciones de las 
operaciones aritméticas, los teoremas de la aritmética de los números 
reales son consecuencia inmediata de los referentes a los generadores 
de número real; también les dejo a ustedes el llevar a cabo esta 
tarea. 


3.3.2. Los intervalos 


Definición 1. Si a y b son números reales, el 2mtervalo cerra- 
do [a, b] es la especie de los números reales, x, tales que es im- 
posible que x > a y x > b, y también que es imposible que x < a 
yx <00 

Nota. Es preciso dar la definición de esta forma tan complicada 
porque puede suceder que no sepamos cuál es el mayor entre a y b. 


Teorema 1. Si máx(a, b)=c y mín(a, b) = d, [a, b] = [d, c] . 


Demostración. Hemos visto en 2.2.7, Teor. 3, que (x > a y x > b) 
equivale a x > c, cosa que equivale a (x > c y x > d); así pues, la im- 
posibilidad de (x > a y x > b) equivale a la de (x > c y x > d). Por un 
argumento análogo con d en lugar de c, vemos que x € [a, b] equivale 
axe€ [d, c]. 


Teorema 2. Si a > b, [a, b] es la especie de los números reales, 
x, que satisfacen (x <a y x > b). 


Demostración. Aunque esta demostración es muy sencilla, 
podría parecer difícil a las personas no acostumbradas al razonar 
intuicionista, y por ello la presento con cierto detalle. Supongamos 
primero que x Ha yx» b; de x <a se sigue a fortior: que (x< a y 
x < b) es imposible; y análogamente, de x > b se sigue que (x > a y 
x > b) es imposible; luego x € [a, b]. 

Supongamos ahora que x € [a, b] y admitamos por un momento 
que x <a; entonces, como a > b, tendremos x< b, con lo cual se 
tendría (x<a y x< b); pero esto es imposible por hipótesis. Así 
hemos demostrado que x <a; y podemos demostrar de forma 
análoga que x > b. 


Corolario. Si máx(a, b) = c y mín(a, b) = d, [a, b] es la especie de 
los números reales, x, que satisfacen x > c y c < d. 
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3.3.3. Los generadores canónicos de número 


A menudo resulta cómodo representar un número real mediante 
un generador de número que tenga una forma sencilla. Hagamos que 
el número real x esté dado por el generador de númerofr,); 
podemos ahora encontrar un k tal que |¡x-—r¿|< 2-3, y luego 
podemos determinar un entero, x,, , tal que lr; — x, 2] < 2-1. de 
suerte que 


(1) |[T—x,279] <5/, 9-m, 


si hacemos esto para todo n, obtenemos un generador de número, 
(x,27*3 , que coincide con x y que tiene la propiedad de que 


[LA ZE 2 <A 2 pg 20 = 8/1 27" 


lo cual implica que 


(2) A ME o 


Definición. Llamaremos generador canónico de número a 
todo generador de número de la forma ¿x, 27”), siendo todo x, entero 
y tal que satisfaga (2). 

Con lo cual hemos demostrado: 


Teorema 1. Todo número real, x, coincide con un generador 
canónico de número real, (x,27"”j , que satisface (1). 

No cabe duda, teniendo en cuenta su demostración, de que en (1) 
es posible reemplazar el factor 5/8 por + e,, , siendo e,, > 0. 


3.4. La continuidad y la inducción trabada de los despliegues 


3.4.1. La continuidad 


El concepto de spi es una extensión del de sucesión dada por una 
ley; y, con objeto de sacar partido de esta ampliación del concepto 
de sucesión, tenemos que buscar algunos principios que se revelen a 
la reflexión como válidos para ssppii, si bien no tengamos razones 
suficientes para aseverarlos en lo que se refiere a las sucesiones dadas 
por una ley. Brouwer ha descubierto dos principios de este tipo; más 
para enunciarlos en forma concisa, conviene introducir las expresio- 
nes que siguen (véase también 3.1.2.): a,,..., 4, ly +1» +», 44 + (sien- 
dok=> 1) es un descendiente de a,,...,a,,, y esta última sucesión es un 
antecesor de la primera; la spi a = a,,... , a,, ... es una continuación 
de la sucesión finita a,, ... , a, , y esta sucesión es un segmento de q; fi- 
nalmente, si a es un elemento del género K, es una continuación en 
K de a;,... ,ay. Enunciemos ahora el primer principio de Brouwer. 


Principio de continuidad. Sean E una especie desnuda y $ una 
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aplicación o proyección de E en los números naturales; entonces, 
existe un algoritmo que computa Pe, para toda a de E, a partir de 
un segmento finito de «a; y además, para una sucesión admisible 
dada, a;,... ,a,, es solventable la cuestión de si basta computar Pa 
para cualquier a que comience por 4;, ... dy. 

Podemos dar una justificación intuitiva de este principio en 
tres pasos. I) Y tiene que estar dada por alguna prescripción, 
esto es, por un algoritmo con el que se compute Pa, y, en rea- 
lidad en la demostración de que Pa está definida para toda «a 
de E ha de aparecer semejante algoritmo; II) como, en general, 
en un instante dado no necesitamos conocer más que un segmento 
inicial de una sucesión electiva, dicho algoritmo tiene que permitirnos 
que efectuemos la computación a partir de elementos iniciales exclusi- 
vamente; y III) en el concepto de algoritmo se encuentra implícito que 
seamos capaces de solventar la cuestión de si un segmento inicial dado 
basta o no para llevar a cabo tal computo. 


Observación. Naturalmente, puede ocurrir que Pa tenga el mis- 
mo valor para toda continuación en E, «a, del segmento finito 
a = aj, ..., 4, mientras que aquel algoritmo proporcione tal valor 
solamente para un descendiente, a, ... ¡yy === »Ay» El cual puede ser 
distinto para distintas continuaciones de a. No es necesario que sea 
solventable el problema de si a posee o no tal propiedad. 


3.4.2. La inducción trabada 


Sean, A la ley de despliegue del despliegue desnudo D,y F la 
especie de las sucesiones finitas admisibles por A, a las que se 
añadirá la sucesión vacía. | 


Definición. Sea P una subespecie desgajable de F. La 
sucesión a de F está trabada en D [D-barred] por P si toda 
continuación en D de a tiene un segmento en P; y P es una traba 
[bar] en D si la sucesión vacía esta trabada en D por P. 

El segundo principio de Brouwer es: 


Principio de la inducción trabada. Sea P una traba en D, y hagamos 
que Q sea una subespecie de F que contenga a F y que satisfaga la 
condición (*): 

(*) si todos los descendientes inmediatos en F' de una sucesión de 
F, a, pertenecen a Q, también a pertenece a Q; 
entonces, la sucesión vacía pertenece asimismo a Q. 

Brouwer ha justificado este principio preguntando como podemos 
llegar a percatarnos del hecho de que P sea una traba en D; pues 
bien, sólo podemos saberlo mediante una demostración, R, que se 
base en los datos que siguen: 


(I) las especies F' y P, y 
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(II) las relaciones que existan entre una sucesión de F' y sus 
descendientes inmediatos en FF; 

así pues, %, cuando se la exponga sin abreviaciones, constará de 
un número finito de inferencias, cada una de las cuales será o bien 
una inferencia € o una inferencia F, estando estas últimas definidas 
como sigue: 


inferencia $: para cierta sucesión de F, a, el antecesor inmediato 
de a estará trabado en D por P, de modo que a estará igualmente 
trabada en D por P; 

inferencia F: para cierta sucesión de F, a, todo descendiente 
inmediato de a en F estará trabado en D por P, por lo que a estará 
también trabada en D por P. 

La última inferencia de R , que afirmará que la sucesión nula está 
trabada en D por P, tiene que ser una inferencia F, por lo cual la 
condición de traba (o sea, la propiedad de estar trabada en D por P) 
de toda sucesión unimembre habrá de estar demostrada antes de 
demostrarse la de la sucesión vacía; de ahí que, si es que la 
condición de traba de una sucesión unimembre se demuestra me- 
diante una inferencia $, se la habrá demostrado en R ya antes, y la 
primera vez se la habrá demostrado mediante una inferencia F . De 
lo cual se sigue que toda inferencia / que demuestre la condición 
de traba de una sucesión unimembre es superflua; y además, la 
demostración de la condición de traba de una sucesión unimembre 
tiene que estar precedida por la demostración de esta misma 
condición en cuanto a sus descendientes inmediatos. Repitiendo la 
misma argumentación para sucesiones bimembres, y así sucesivamen- 
te, demostraremos por inducción que es posible eliminar de R todas 
las inferencias $; y al hacerlo habremos obtenido una nueva demos- 
tración, R'. Todavía más: podemos omitir de R' toda inferencia F 
que demuestre la condición de traba de una sucesión que pertenezca 
a P o tenga un antecesor en P, o bien que se haya demostrado ya 
antes en R'que está trabada por P; y con todas estas simplificaciones 
obtenemos una demostración que llamaremos *. Modifiquemos 
ahora R' “sustituyendo toda inferencia del tipo * “a pertenece a E 
luego esta trabada en D por P” por esta otra, “a pertenece a Q”, 
toda inferencia F. del tipo “todo descendiente inmediato de a está 
trabado en E por P, luego a está trabada en D por P” por “todo 
descendiente inmediato de a pertenece a Q, luego a pertenece a Q”; 
como se cumplen PCO y (*), obtenemos así una demostración 
válida, R*; y dado que la conclusión de R"era que la sucesión vacía 


está trabada en D por P, la de R* será que la sucesión vacía 
pertenece a Q. 


FUK. Lo que más sorprende de esta demostración es la frase 
“Evidentemente, tenemos que darnos cuenta del hecho de que toda 
sucesión de F estará trabada en D por P; y lo haremos mediante una 
demostración, R , que se base en los datos del teorema” "(3):: parece 
que deducimos ahora un resultado matemático mediante métodos 
que en la terminología de formalismo se llamarían metamátemáticos. 
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Es cierto que el empleo de la metamatemática para la deducción de 
resultados matemáticos no es nada nuevo: el ejemplo más sencillo es 
el principio de dualidad en la geometría proyectiva, y A. Tarski, 
Abraham Robinson y Leon Henkin han hecho recientemente Impor- 
tantes aplicaciones de tal método al álgebra (véanse, por ej., [A. 
Tarski 1950] [L. Henkin 1953] y [A. Robinson 1951]); pero es 
digno de advertirse que los intuicionistas empleen unos métodos 
semejantes, ellos que se oponen a la formalización estricta y que, 
por lo tanto, no pueden construir una metamatemática en sentido 
estricto. : 

IN. Esa es una cuestión muy importante, que se refiere a la índole 
de las demostraciones intuicionistas en general. Tiene usted razón al 
decir que no se puede mantener la distinción entre la matemática y 
la metamatemática si no se lleva a cabo una formalización estricta 
de las matemáticas; y tal vez sea útil la siguiente observación para 
aclarar en qué respecto se diferencia la demostración del teorema del 
abanico (4) de otras demostraciones. En todo teorema matemático 
se hace referencia a construcciones anteriores; por tomar un ejemplo 
al azar. filiémonos en 2.2.5, Teor. 2 (para números reales a, b y C, 
a + b implica a + c %Fb + c): aquí, la hipótesis a 4 b no se refiere a nin- 
gún supuesto hecho, sino a una supuesta construcción de números 
naturales, n y k, que satisfagan 2.2.3, Def. 1, y el teorema afirma 
que esta construcción puede completarse de. tal modo que se 
obtengan números naturales que satisfagan esa misma definición, 
pero con a+c y b+c en lugar de a y b, respectivamente; ahora 
bien, en casi todos los casos, lo que desempeña un papel en la 
demostración no es esa misma supuesta construcción, sino sólo su 
resultado; y el rasgo nuevo que presenta la demostración del teorema 
del abanico es que en ella entra explícitamente la forma posible de 
la supuesta construcción. Si nos percatamos bien de que la hipótesis 
de un teorema consiste siempre en suponer la ejecución previa de 
cierta construcción, no podremos objetar nada al empleo de conside- 
raciones sobre la manera de realizar semejante construcción como 
medio de demostrarlo. 


Con todo, ha de concederse que la argumentación de Brouwer no 
es una demostración en sentido estricto, ya que las consideraciones 
sobre la forma posible de la demostración de que P es una traba no ' 
son, por su parte, más sencillas que el principio a justificar: tales 
consideraciones nos ayudan a esclarecer el contenido intuitivo de 
este principio. Otra manera de mirar la cosa es entender que 
Brouwer da una definición de qué es lo que constituye una 
demostración del enunciado que afirma que P es una traba en £. 

Recientemente se ha dedicado mucha atención a cómo formalizar 
el análisis intuicionista (incluida la teorfá de las ssppii), trabajos a 
los que sólo puedo referirme indicando la bibliografía al efecto. 
Mencionaré en particular Spector [1962], Kleene y Vesley [1965], 
Howard y Kreisel [1966], Kreisel [1968 y 1968A], Myhill [1968], 
Troelstra [1968 y 1969] y Kreisel y Troelstra [1970]; Troelstra 
[1969] presenta un panorama del tema con una buena bibliografía (5). 
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3.4.3 Los despliegues finitarios 


Definición. Un despliegue, M, es finitario (es un abanico) si 
su ley de despliegue, Ay, es tal que sólo sea admisible un número 
finito de sucesiones unimembres y que, para toda sucesión admisi- 
ble, a,, ... ,a, , haya sólo un número finito de valores de k tales que 
41, -... ¡Q,, k sea una sucesión admisible. 


LET. Me pregunto si “finitario” es un neologismo. 

IN. Kleene ha empleado esta palabra para un concepto muy 

parecido. En cuanto a “abanico” [fan], creo prudente ser muy 
arsimonioso en la introducción de semejantes términos nuevos en 

las matemáticas, pero la idea de despliegue finitario resultará de tal 

importancia que es conveniente tener una breve palabra para ella. 


Teorema 1. Todo intervalo cerrado del continuo coincide con 
un despliegue finitario [L.E.J. Brouwer 1919A, p. 14; 1924B. p. 
192]: 


Demostración. Supongamos que se nos dan dos números 
reales, a y b, y hagamos máx(a, b)= c y min(a, b) =d; entonces, [a, b]= 
=[d, c]. Como en 3.3.3, construimos los generadores canónicos de 
número (d, 2") y [c,2"), que coinciden respectivamente con d y c; 
y podemos suponer que d,, < Cy, ya que, si d,, > C,, se ve fácilmen- 
te que ld — c,2-"|<5/82-1, 

Fijémonos en el despliegue, D, de las ssppii (fx, 2""j para las que 
X y Satisfaga. 


(1) d. Sx 


una vez elegido x, hay como mínimo uno y como máximo tres 
valores admisibles para x,+¡1» luego D es finitario. Voy a mostrar : 
que D coincide con [a, b]: (1) hace ver que todo elemento de D 
coincide con un elemento de [d, c]; conversamente, sea x cualquier 
elemento de [d, c], y hagamos que [x,,2") sea una spi canónica que 
coincida con x; como antes, podremos suponer que d,, £ xx» SC, 
luego x coincide con un elemento de D. 


3.4.4. Teorema del abanico 


Teorema. Si una función de valores enteros, p(0), está 
definida para todo elemento, $, de un despliegue finitario D, 
partiendo de la definición de p es posible computar un número 
natural, N, tal que p (8) quede determinada por los N primeros 
componentes de 0; esto es, si 8, y $, son unos elementos de D 
tales que los primeros N componentes de 6, sean iguales a los N 
primeros componentes de Ó,, se tiene p(8,)= p (8) [L.E.J. Brou- 
wer 1923, p. 4; 1924B, p. 192; 1924D, p. 646; 1926, p. 66; 1952, 
p. 143, y 1954 p. 15). | 
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Demostración. Sean, A la ley de despliegue de D, y F la 
especie de las sucesiones finitas admisibles en virtudde A (a las cuales 
se añadirá la sucesión nula); y sea K el despliegue finitario de las 
ssppil admisibles en virtud de A. Si d es el elemento de K al que 
esté viriculado 3 mediante I',, haremos p (8) = f(d); entonces, f 
estará definida para todo elemento de K. Por el principio de 
continuidad, la f(d) para un d dado tendrá que quedar determinada 
por un segmento finito de d, segmento al que podremos llamar a(d), 
y la especie, P, de los a(d) que correspondan de este modo a los 
elementos de K será una subespecie desgajable de F; además, 
evidentemente, P es una traba en K. Vamos a definir como sigue 
cierta subespecie, Q,de F: a pertenecerá a Q si puede encontrarse un 
número natural, N(a), tal que, para toda continuación en K de a, d, 
los N(a) primeros componentes de d determinan f(d). Tenemos 
además que PCOQ, pues si a€P, resulta que N(a) es igual a la 
longitud de a. Por otra parte, Q cumple la condición (*) de 3.4.2, 
ya que si todo descendiente inmediato en FF de a pertenece a Q, se 
tiene que N(a)= máx N(6), en donde b recorre los descendientes 
inmediatos en F de Q, cuyo número es finito. Finalmente, aplicando 
el principio de la inducción trabada encontraremos un número, N, 
tal que, para todo d de K, f(d) quede determinado por los N 
primeros componentes de d; luego y (8) estará determinado por los 
N primeros componentes de ó. 


Aplicaciones del teorema del abanico 
3.4.5. La continuidad de funciones 
La aplicación más sobresaliente del teorema del abanico es el 


Teorema 1. Una función de valores reales, f(x), que esté 
definida por dondequiera en :un intervalo cerrado del continuo es 
uniformemente continua en dicho intervalo [L.E.J. Brouwer 1923, 
p. 5; 1924B y D; 19264, p. 67; 1954, p. 17]. 


Demostración. Por 3.4.3, Teor. 1, el intervalo [a, b] coinci- 
de con un abanico, D; además, a todo elemento de D, £, le está 
asociado un número real, y =f(É), e y coincide con un generador 
canónico de número, n= N, 2” . Para un valor fijo de n, asociamos 
An a E, y de esta forma obtenemos una función de valores enteros 
en D; luego por el teorema del abanico puede encontrarse un 
número, N(n), tal que, para todo £ de D, yn, esté determinado por 
los primeros N componentes de É. 

Hagamos que x, y x2 sean numeros reales de [a, b] tales que 
lx, al X2| < 2N-2; entonces, x, y xX2 Coincidirán con unos genera- 
dores canónicos de número, E, y $2, cuyos primeros N componentes 
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sean iguales; de ello se sigue que n,, es el mismo para E, y £,, y, en 
consecuencia, que 


(EL) — AE )|< 5/4 2. 


Así hemos demostrado que si EN — xa | < 2N-2 se tiene 
Ax) — foca )] < 5/4 2%; es decir, que f(x) es uniformemente conti- 
nua en [a, b]. 


Teorema 2. Una especie puntual [porntspecies] que sea una 
subespecie desgajable de un intervalo cerrado, o bien será la especie 
nula o la totalidad del intervalo [L.E.J. Brouwer 1926A, p. 66]. 


Demostración. Supongamos que la especie puntual Q sea una 
subespecie desgajable del intervalo /. La función f(x), que es 1 si 
x pertenece a Q y 0 si pertenece a 1-Q, está definida en todo punto 
de /, y por ello tiene que ser continua en 7; lo cual significa que f(x) 
ha de ser constante. 


Teorema 3. Una función definida por dondequiera sobre un 
intervalo cerrado, /, tiene en / una mínima cota superior y una 
máxima cota inferior. 


Demostración. De la demostración del teorema 1 se sigue 
que sólo existe un número finito de valores para 7n,. Supongamos 
que ¿,, sea el menor de ellos, y hagamos ¿, 2" =2,; es fácil ver que 

— Zn + 1 S2"-1, de modo que existe lím 2n» Y €s la m.c.i. de 


(f(x) E 


Teorema 4. Si una función está definida y es positiva por donde- 
quiera sobre un intervalo cerrado, /, su m.c.i. es positiva. 


Demostración. Como sucedía en la demostración del Teor. 
1, a todo elemento, £, de D se le asocia un generador canónico de 
número, N=N, 2" (siendo n > 0), de modo que, para cierto valor, 
ni, de n, se tiene Ny, > 0. Por el teorema del abanico, puede 
encontrarse un número, M, tal que n, quede determinado por los M 
primeros componentes de ¿, con lo cual habrá sólo un número finito 
de valores para n,; y sea no el mayor de todos ellos; entonces, 
Zn y E 20; además, para todo x, f(x) > 24, — 5/8 20,” luego la 
m.c.1. de f(x) es positiva. 


Observación. Puede ocurrir que mo podamos aseverar que 
f(x) alcanza su m.c.i. para un valor definido de x, como hace ver 
graficamente el ejemplo que sigue. 


f(x) = —- 312% 4 4cx8+ 6x?—12cx, 
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siendo c un número real a cuyo respecto desconozcamos si 
c>0,c=00Cc<0; 


f(x) = —12x+1) (1-1) (1—c); 
N—1)=3-+ 80, f(1)=3-—8c, f(c) =c*-— 6e?. 


la mínima cota inferior de f(x) es 3 + 81lcl, 
toma este valor parax = —1 o para x= 1. 


pero no sabemos si f(x) 


3.4.6. El teorema de Bolzano-Weterstrass 


Brouwer ha investigado este teorema [L.EJ. Brouwer 1925B]J. 

Fijemonos en el siguiente caso especial: 

(A) Puede encontrarse un punto de acumulación para toda especie 
infinita acotada de números reales, 
que es equivalente clásicamente a 

(B) Toda especie acotada de números reales sin punto de acumu- 
lación es finita. Supongamos que la sucesión (a,j se defina como 
sigue: si entre los n primeros dígitos del desarrollo decimal de 7 no 
aparece ninguna vez la secuencia 0123456789, a,, = 2"; y si aparece 
semejante secuencia en los primeros n dígitos de. TT, Ay = 1 — 2”. La 
especie de los números reales a, es infinita, pero nadie sabe si, en 
caso de existir un punto de acumulación, sería O Ó 1; así pues, en la 
actualidad no estamos en condiciones de demostrar (A) intuicionísti- 
camente. 

En cuanto a (B), Brouwer ha hecho ver que ni siquiera cabe 
esperanza alguna de demostrar la proposición (C), que es más débil 
que ella (y que presento enseguida). En 8.1.3 reproduciré su 
argumentación. 


Definición. Una especie, E, está acotada en número si se 
conoce un número natural, n,tal que E no pueda contener ninguna 
subespecie de n elementos. 


Observación. Toda especie finita está acotada en número, pero la 
la proposición conversa no tiene por qué ser verdadera. 

(C) Toda especie acotada de números reales sin punto de acumula- 
ción está acotada en número. 

Con todo, hay ciertas versiones más débiles de (A) y de (C) que 
son verdaderas. 


Teorema 1. Sea Q una especie infinita acotada de números 
reales, y sean m y n números naturales; entonces existe un intervalo 
de longitud 2-" que contiene por lo menos m elementos de Q. 


Demostración. Sean h y k unos enteros tales que Q se encuentre 
incluida en el intervalo (4%, k); hagamos 
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r=(k —h+ 1)27 +1, y sea R una subespecie de Q con rm elementos. 
Para cada elemento, x, de R, determinaremos un entero, x, +1», tal 
que (x,+1 —1)271< x< (x,+1+1)27"!; como el número de estos 
intervalos, que se solapan con lr, k), es r, al menos uno de ellos 
contiene m o mas elementos de R. 


Teorema 2. Si Q es una especie acotada de números reales 
con la propiedad de que para todo número real, x, sea posible 
encontrar un número natural, r(x), tal que el intervalo 
(x — 2,x + 2") nopueda contener dos miembros distintos de Q, 
ésta (o sea, Q) está acotada en número. 


Demostración. Supongamos que (Q se encuentre dentro del 
intervalo (A, k); entonces, el intervalo (x — 2", x + 2"), siendo x € 
[A, k], contiene un intervalo (a, r) = (a,2:1-1, (a + 2)2:1-1), siendo a 
un entero, y tal que 2(a, r) contenga x. 

Sea J el abanico puntual canónico [véase 5.1.2, Def. 2 (1)] que 
coincida con [A,4]."Como a todo elemento, E, de / le están 
asociados los enteros r(E) y a(é), el teorema del abanico nos permite 
encontrar un m tal que r(£) y a(£) sólo dependan de las m primeras 
elecciones efectuadas en £; por consiguiente, existe únicamente un 
número finito (s digamos) de intervalos distintos 2(a,r) que entre 
todos cubran [%A, k]; y como ningún (a, r) contiene dos elementos 
distintos de Q, no puede existir ninguna subespecie de Q cons + 1 
elementos. 


IV. ALGEBRA 


4.1. Los campos algebraicos 


No voy a tratar aquí sistemáticamente el álgebra intuicionista [A. 
_Heyting 1941]; lo que pretenden principalmente los fragmentos que 
siguen, pues, es mostrar las aplicaciones de la teoría de números 
reales; pero no ofrece dificultades formularlos para el caso de un 
campo albegraico abstracto. 


4.1.1. Las relaciones de separación 

En todo campo ha de definirse la división, y, según hemos visto, 
para los números reales ésta sólo es posible si el divisor está 
separado de 0; de donde se sigue que en la definición de campo será 
esencial una relación de separación. 

Definición. Llamaremos relacion de separación a una rela- 
ción simétrica, +, entre los elementos de una especie, E, en caso de 
que posea las siguientes propiedades (1) a (II) (compárense con 
2.2.3); a, b... serán elementos de G; 

(I) siaF b, a= b es imposible; 

(II) si a+ b es imposible, a = b; 


(HI) si a+ b, para todo elemento, c, de E,obienaf cobH c. 


4.1.2. Definición de campo 


Una especie matemática, C, es un campo si tiene las siguientes 
propiedades: R, Al, A2, M1, M2 y M3. 


R. En C está definida una relación de separación, +. 

Al. En C está definida una adición conmutativa y asociativa; C 
contiene un elemento cero y el negativo de cualquiera de sus 
elementos. 


A2. Si a+ b, para todo elemento, c, de C,a+ cR%*b+c. 


M1. En C está definida una multiplicación conmutativa y asociati- 
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va, que es distributiva con respecto a la adición; y C contiene un 
elemento unidad, 1, teniéndose 1 F 0. 


M2. Si a+ 0, existe su recíproco, al, y a! $0. 


M4. SiaFb y c+HF0, se tiene ac F bc. 


4.1.3. Propiedades de la relación de separación en los campos 
Teorema 1. ab FO entraña a+ 0 y bFO0. 


Demostración. Si ab + 0, o bien a 4 0 o ab + a. En caso de 
que a $ O, tambtién se tendrán a: HO y (abja1 0 o sea, bF 0. Su- 
pongamos ahora que ab ++ a, esto es, que a(b — 1) F 0; entonces, 
170 nosda que o bien bF00b-—1+0;sibHFO0, también b71 +0 


y (ab)b” 10, aF 0; y de la misma manera se trata el caso 
b-— 10. 


Teorema 2. a + b 4 0 implica que obienaF 0 ob FO. 
Demostración. Como la de 2.2.5, Teor. 5. 
Teorema 3.Siab H cd obienaFcobH+ dd. 


Demostración. ab — cd + 0; a(b—d) + d(a — c) F 0; por el 
Teor. 2 y el Teor. 1,o bien b—-dH*00oa-—c+F0. 


Teorema 4. Si f(x1, ..., a) es un polinomio con coeficientes 
en el campo C y si pr,.. 41, -*», Gn son elementos de C tales 
que flP1,..., Pp) $ Agr, Ao E para al menos un valor del subíndi- 


ce i se tiene E: q; 


Demostración. O reiteradamente el Teor. 2 encontra- 
o un O ca x01, de f(x1 ,..., Xp) tal que 
cpi1l ... pai cgí!... q9n; y Juego asentaremos el teorema aplicando rel- 
teradamente el Teor. 3. 


FOR. Esta teoría de los campos algebraicos es esencialmente una 
teoría axiomática. 

IN. Hace ver gráficamente cómo puede aplicarse en las matemáti- 
cas intuicionistas el método axiomático; pero no debemos olvidar 
que éste no desenpeña papel alguno en los fundamentos de las 
matemáticas: no es sino una manera cómoda de presentar una teoría 


en la que haya muchos teoremas que posean un mismo y complejo 
sistema de suposiciones. 


Algebra 61 


4.2. Las ecuaciones lineales 


La teoría de las ecuaciones lineales permite ver claramente la 
forma en que es posible hacer más precisas las teorías clásicas. 


4.2.1. La regla de Cramer 


Sea d el determinante de los coeficientes de los primeros miembros 
de las ecuaciones. 


(1) 2 “at = 0, (=1,...,2); 


si d $4 0, es posible resolver (1) mediante la regla de Cramer: 


de 
E (k=1,...,n). 


Esta solución es única en el siguiente sentido, sumamente preciso: 
Teorema 1. Si p,, ..., P, son números tales que para cierto 


valor de r se tenga p, + d,/d, es posible encontrar un subíndice, 1, 
tal que 


ya AiPr HD. 
k=1 


Demostración. Hagamos que m;¡z denote el menor de los aj, de d. 
Entonces tendremos sucesivamente. 


n 


2 Mi 2 05p=dp, ; 


1 k=1 


luego, en virtud de 4.1.3, Teor. 2, para al menos un valor de 2, 
Mir ys UiPr HE Mi; , 


lo cual demuestra el teorema. 


4.2.2. Los sistemas de m ecuaciones en mn variables, siendo 
conocido el rango. 


Consideremos un sistema de m ecuaciones en n variables, 
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(2) L,= Y it, =0, (i=1,...,m. 
k=-1 


Con objeto de resolver estas ecuaciones por alguno de los métodos 
usuales es necesario saber el rango, r, de la matriz A = (ax ); además, 
tiene que ser posible su división por algún menor de r filas; por ello 
vamos a definir con mayor precisión el concepto de rango: 


Definición 1. La matriz A es de rango r si al menos un menor 
de r filas de A esta separado de 0, mientras que todos sus meno- 
res de r + 1 filas son 0; si d es un menor de r filas y d H 0, se dice 
que d es un menor principal de A. 


Definición 2. Se obtiene un determinante característico, Cs, 
de (2) añadiendo a un menor principal, d, de A una fila con 
coeficientes de la s-ésima ecuación de (2) y la columna de los 
segundos miembros de (2). 

Una condición necesaria y suficiente para que (2) tenga solución 
es que todo determinante característico sea 0; necesidad de esta 
condición que podemos enunciar de una manera más precisa del 
siguiente modo: 


Teorema 1. Si hay algún determinante característico c, H O, existe, 
para valores arbitrarios xz = Pp (siendo k = 1, ...,n), un valor de : tal 


queLx (Pr, -<,Pn) Fbj. 


Demostración. Supongamos que el menor principal es 


A. Ay, 0 b, 
JE lod 
d=|' . ly quec,= d E 
. . | 
Ary - Apr a el b, 
As] E As b, 
Tomemos valores arbitrarios, x, = f1, ..., Xan = Pn; sustituyen- 


do ahora Xy +1 Pr + 1» **"» Xn = Py en las r primeras ecuaciones y re- 
solviéndolas para x,, ..., x,, obtenemos x; = q1,x, = q,;esto es, 


Lidia) -- +» Ur Priro +++» Pa) bd, = —cC,[d 4 0. 
Así pues, o bien 


, Lips, E Pr> Pr+1o $50 Pn) a bs, 


o, en virtud de 4.1.3., Teor. 4, para al menos un valor de 
k(1<Rk<r), px + q,; en este último caso, en virtud del Teor. 1, 
para al menos un valor de : (1 < 1 < r), tendremos 


L¡(Pr, e 453 Pr Pr-+1> a Pr) E b, . 
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Si c,=0 (siendo s=r+ 1,...,m), el sistema (2) tiene una solución 
de la forma 


(3) Ts 5 a) (l=Tiasrje 


Esta solución es completa en el sentido preciso de esta palabra; o 
sea, si (P1,.., pn) es un vector tal que, para cada vector (91, ---» 4n) 


contenido en ye Px F qx para al menos un valor de k, se tiene 
b 


L; (Pr, -.., Pn) FFb;¡ para al menos un valor de ¿.La demostración de este 
teorema es análoga a la de 4.2.1, Teor. 1. 


4.2.3. Caso de desconocerse el rango 


Si las ecuaciones (2) son homogéneas y de rango r, se sigue que 
tienen una solución con (n — r) parámetros que es completa en el 
sentido preciso de este término; en cambio, si no se conoce el rango, 
puede ocurrir que no encontremos ninguna solución aparte de la 
nula, incluso en caso de que todos los menores de n filas sean 0. 
Veamos, por ejemplo, la ecuación 


ax +by=0, 


en la que a y b sean números reales tales que no se sepa sia=0 o si 
a+tO, así como tampoco si b=0 o si b*+0, desconociéndose 
asimismo la razón entre a yb. (Ejemplo: a= (a,j, siendo a, = 2" 
si en los n primeros dígitos de + no aparece ninguna secuencia 
0123456789, y a, ='2%* si aparece dicha secuencia y 9 es el 
k-ésimo dígito de Tr; y b se define en forma análoga, pero con e en 
lugar de 7). SiaH 0ó6b +0, se tiene (x =b, y =—a) como solución 
separada de (0, 0); y si a = b = 0, pueden elegirse números arbi- 
trarios % 0 para x y para y. Pero la primera solución no es apli- 
cable en el segundo caso, ni tampoco la segunda solución en el 
primer caso; y mientras no sepamos en cuál de ellos nos encontra- 
mos, seremos incapaces de dar una solución. 


4.2.4. Las ecuaciones lineales homogéneas 


Para las ecuaciones 


n 
(4) S 450, =0 ((=1,...,m), 
k=1 


tenemos, como caso especial de 4.2.1, Teor. 1, el siguiente 


Teorema 1. Si el rango de la matriz A = (a¡;) es n, para cuales- 
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quiera valores u;, ..., 4, tales que uz + O para al menos un valor 
de k, existe al menos un valor de 1 tal que 


n 
Y 0 Uy HO. 
l=1 
Tambien la proposición conversa es verdadera: 


Teorema 2. Si para cualesquiera valores u;,, ..., u, tales que 


Ux F 0 para al menos un valor de k, al menos uno de los primeros 
miembros de (4) está F 0, el rango de la matriz es n. 


Demostración. Por inducción con respecto a ”m. Para una va- 
riable el resultado es trivial; demostrémoslo para ecuaciones en 
n — 1 variables. Haciendo x, = O en (4), obtenemos ecuaciones en 
Xi], <= Xp. que satisfacen la condición del teorema; luego por 
hipótesis la matriz de las n — 1 primeras columnas de A tiene rango 
n—1. Supongamos que el determinante formado por las n-— 1 
primeras filas es d 0; resolvamos las primeras n— 1 ecuaciones 
haciendo Xy = 1 y sustituyamos el resultado en las demás ecuaciones 
de (4); entonces, el primer miembro de al menos una de ellas (la 
t-ésima, digamos) estará F 0; y ese primer miembro será igual a un 
determinante de A con n filas dividido por d. 


4.3. La dependencia lineal 


4.3.1. Definiciones 


Como es corriente, el espacio vectorial n-dimensional sobre C, C”, 
es la especie de las sucesiones, (a,,..., a, ), de elementos de C. 
Vamos a denotar los elementos de C” mediante caracteres en 
negrita, a= (a,,..., 4, ). La adición de vectores y la multiplicación de 
un vector por un elemento de C se definen de la manera usual; en 


cuanto a la noción de dependencia lineal, cabe definirla de dos 
maneras: en 


(1) 4a+...+4,14,=0 


podemos exigir que los coeficientes A estén + 0 o que sean % 0; lo 
cual nos proporciona, respectivamente, los conceptos de dependencia 
fuerte y dependencia débil; y como la primera es, con mucho, la 
más importante, “dependencia” sin adjetivo querrá decir dependen- 
cia fuerte. Llamaremos independiente a un sistema de vectores que 
no pueda ser dependiente; y, como en otros muchos casos, además 
de esta noción negativa podemos definir una positiva, que clásica- 
mente será equivalente a aquélla. Creo que ustedes mismos pueden 
ya dar tal definición. 
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FOR. — Si hay al menos un A, que + 0, se tendrá 


42) +... + 4,2, 7% 0. 


IN. En este caso diremos que los vectores son libres (unos con 
-respecto a otros). 


Teorema 1. Una condición necesaria y suficiente para que los 
vectores 


2; = (0,1, «+. Qin) (1=1,..., p) 


sean libres es que su matriz sea de rango fp; lo cual es una 
consecuencia inmediata de 4.2.4, Teors. 1 y 2. 


4.3.2. Un teorema y un contraejemplo 


El teorema que sigue exige para su validez una condición adicio- 
nal. 


Teorema 1. Si los vectores a,, ..., a, son libres y los vectores 
b,,..., b, +1 son también libres, al menos un vector b, es libre con res- 
pecto aa,,...., a, (es decir, a, , ..., a,, b; serán libres). 


Demostración. La matriz de los a; es de rango r; y podemos 
suponer que el determinante formado por sus r primeras 
columnas, d, está + 0. Determinemos los números A,z mediante las 
ecuaciones | 


bu= » dt (i=1,...,r; 
y hagamos je s=1,...,r+1), 


r j 
E = 2 Asp Ay (s=1,...,r+1). 
=1 


Como los b, son libres, existe un determinante, formado por sus 
componentes con subíndices j1,..., J,+,, que está +0; el corres- 
pondiente determinante formado mediante los Cjx es O, de modo 
que podremos encontrar al menos un par de subíndices, t y u, tales 
que b,, %C;,.. Formemos un determinante de r + 1 filas ampliando 
d mediante la columna a;,, +.» Gyu> Cru Y la fila C,1,) ...» Cry, Cgy 5 este 
determinante será O, de suerte que, por tenerse d F O, el correspon- 
diente determinante con b en lugar de c estará +0; cosa que 
demuestra el teorema. | 


CLAS. La condición de que a;,,...,a, tengan que ser libres es 
clásicamente superflua. 
IN. Esa es la razón por la que les he llamado la atención sobre 


este teorema; y voy a mostrar, valiéndome de un contraejemplo, que 
no hay manera de demostrarlo para vectores a,,..., a, arbitrarios. 
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Tomemos para C el campo de los reales, y sean n= 3, r= 2, 

a1 = (0, 0, 1) y a, = (a, b, 1) siendo a y b números reales tales que no 
se sepa, paraa ni para b, si son 0, así como tampoco se sepa nada 
acerca del valor a/b (véase 4.2.3). Entonces, de ninguno de los 
vectores (1,0, 0), (0, 1, 0) ni (0, O, 1) podremos afirmar que es libre 
con respecto a aj, a). 


4.3.3. Los sistemas de rango desconocido 


S1 se desconoce cuál es el rango de un sistema de ecuaciones, en 
general no se podrá encontrar ninguna solución; sin embargo, en 
algunos casos podremos llegar a un resultado negativo. Como 
ejemplo, vamos a desmotrar el 


Teorema 1. Si todo determinante de n filas formado por la 
matriz, A, de las ecuaciones ] 


n 
$ 4x2; =0 (1=1,...,m) 
k-1 


es 0, es imposible que estas ecuaciones no tengan ninguna solución 


Demostración. Supongamos que no pudiese haber ninguna 
solución 0; tenemos que deducir una contradicción de esta 
suposición. 

El rango de A no es n; si fuese n — 1, habría una solución + 0; de 
ello se sigue que en A no hay ningún determinante de (n — 1) filas 
que pueda estar 4 0, luego todos serán 0; si el rango fuese n — 2, 
podríamos deducir una contradicción siguiendo el mismo método; 
así pues, tras haber recorrido n pasos encontraremos que todos los 
coeficientes serán O. Ahora bien, en tal caso no cabe duda de que 
habrá una solución + 0; y ésta será la contradicción buscada. 


v. LAS ESPECIES PUNTUALES PLANAS 


5.1. Nociones generales 


Vamos a desarrollar la teoría de las especies puntuales planas 
[L.E.J. Brouwer 1919A]; y es posible desarrollar una teoría análoga 
para un número cualquiera, n, de dimensiones, teoría que para n= 1 
es idéntica a la de las especies de números reales. Aun cuando tal 
vez resulte algo tedioso dar las definiciones de todos los conceptos 
fundamentales, incluidos los que son idénticos a los obtenidos con 
las definiciones corrientes, es necesario hacerlo así, ya que en la 
bibliografía se encuentran, para casi todas estas nociones, diversas 
definiciones que clásicamente son equivalentes entre sí, pero no 
intuicionisticamente. 


5.1.1. Los generadores puntuales y los puntos 


Definición 1. Un generador puntual del plano (abreviada- 
mente, gp), E, es un par ordenado de generadores de número real, 
19627: 


Definición 2. Un punto del plano, x, es un par ordenado de 
números reales, (x,,x2 ). 

Dejo al lector la tarea de dar las definiciones de coincidencia 
entre dos generadores puntuales, entre dos puntos y entre un 
generador puntual y un punto. 


Teorema 1. Todo generador puntual determina un punto, y 
sólo uno, con el que coincide. 


Definición 3. Un generador puntual canónico es un par ordenado de 
generadores de número canónicos. 

En virtud de la demostración de 3.3.3, Teor. 1, todo punto coincide 
con un gp canónico. 


5.1.2. Las especies y los despliegues 


Definición 1. Una especie de gp (o una especie puntual) es una 
especie tal que todos y cada uno de sus miembros sean ggpp (o 
puntos). | 


Definición 2. Un despliegue de gp es un despliegue tal que 
todos y cada uno de sus elementos sean ggpp; y un despliegue de gp 
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es canónico si todos sus elementos son ggpp canónicos. [Y análoga- 
mente para despliegues puntuales canónicos. (T.)] 


Definición 3. Dos especies de gp coinciden si todo miembro de 
cualquiera de ellas coincide con algún miembro del otro. 

Es fácil dar definiciones análogas para la relación de coincidencia 
entre A y B en los casos de que sean, tanto A como B, especies de 
gp, especies puntuales o despliegues de gp. 


Teorema 1. Toda especie de gp, y lo mismo todo despliegue 
de gp, determina una especie puntual, y una sola, con el que 
coincide. 


Definición 4. Dos especies de gp son geométricamente con- 
gruentes si ninguna de ellas contiene un miembro que no pueda 
coincidir con uno de la otra. 

También en este caso, como sucedía con la Def. 3, es preciso dar 
otras definiciones análogas a ésta. 


5.1.3. La distancia; topología 


Definición 1. La distancia, |x—yl, de dos puntos, x= (x,, x2) e 
y = (y1, ya), es máx (lx, —y 1), lx2 —yol). 


Observación. Podríamos asimismo haber desarrollado la teoría to- 
mando 


ViT, — 22)? + (Y, —Y2)?) 


como distancia entre x e y; hemos elegido la definición dada arriba 
con vistas a la sencillez de las fórmulas a obtener. 

Valiéndose de este concepto de distancia es posible introducir del 
modo usual los conceptos de entorno en € y de entorno de un 
punto, p. 


Definición 2. Los puntos x e y están separados entre sí (que 
se abrevia con x HF y)six, Hy, 0x2 H ya. 

Teorema 1. ) Sip + q, se tiene q + p. 
) Sip %* q es imposible, p coincide con q. 
) Sip coincide con q, es imposible que p + q. 
) Si PE + q y q Coincide con r, se tiene 


(V) Sip $4 q, pa todo punto, r, se tiene 


roq+ 


Las demostraciones correspondientes son fáciles cuando se vale uno 
de las propiedades de la relación + entre números reales (2.2.3). 
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Es posible formular con facilidad unas definiciones análogas para 
la relación de separación entre dos ggpp y la correspondiente a un 
punto y un gp. 


Definición 3. El punto p es un punto de clausura de la espe- 
cie puntual Q si para todo n puede encontrarse un punto de 


Q, 9, tal que pq, |< 2-*. 


Definición 4. El punto p es un punto límite «de la especie 
puntual Q si para todo n podemos encontrar dos puntos de Q, 
4n Y Tn» tales que In + Pn> P—9 y |< 2:1 y lp—r, |< 20. 

CLAS. ¿Es verdad que todo punto de clausura de Q o bien es un 
punto de Q o un punto límite de Q? 

IN. — El siguiente ejemplo hace ver que tal disyunción no tiene por 
qué ser válida. Definamos como sigue la sucesión (4nj: si entre los 
primeros n dígitos de 1 ¡no aparece ninguna secuencia 0123456789, 
será 4, = 2", y sl aparece alguna, será a, = 0. Supongamos que E 
es la especie de los componentes de la sucesión fa, ); entonces, O es 
un punto de clausura de E, pero no se sabe si es un punto de Eo 
un punto límite de £. 


Definición 5. La clausura, Q, de una especie de puntos, Q, 
es la especie de los puntos de clausura de Q. 


Definición 6. La especie derivada de una especie puntual, Q, 
es la especie de los puntos límite de Q. 


Definición 7. Una especie puntual está clausurada [closed] 
si coincide con su clausura. 


Teorema 2. La clausura y la especie derivada de una especie pun- 
tual están clausuradas. 
Las demostraciones correspondientes son muy sencillas. 


Teorema 3. Todo punto límite de la clausura de Q pertenece 
a la especie derivada de Q. 


Demostración. Sea p un punto límite de OQ; entonces, para 
todo n podemos encontrar unos puntos q, y r, de Q tales que 
q Er, lp-qy1<2"1 y Ip-r, 1 < 2-1; y además, podemos encon- 
trar un m tal que lg,-—r,!l< 27, siendo m > n, así como unos 
puntos q, y Th de Q tales que lq,--qp1< 2772 y |r¿—r, 1 < 2-2, 
Luego |9; —";, | < 2M-1, por lo cual q; HH r,,, lo—q?,1< 2-7 y 
Ip—r;, 1 < 2-7; cosa que demuestra que p es un punto límite de Q. 
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5.1.4. Especies abiertas, regiones y complementos de región 


Pueden definirse las especies puntuales abiertas diciendo que son 
las especies puntuales que sólo tienen puntos interiores; por consl- 
guiente, el complemento de una especie puntual abierta no es 
necesariamente abierta: si, en una dimensión, tomamos como especie 
puntual clausurada el punto 0, su complemento es el género de los 
puntos p tales que p + 0; pero los puntos para los que p + O forman 
una especie abierta. Sin embargo, este concepto de especie abierta 
incluye casos patológicos del tipo del siguiente: hagamos que, si la 
constante de Euler es racional, E denote el cuadrado con 
|p — x|< 1, y si no lo es, E denote el cuadrado con lg —x*|< a 
siendo p y q puntos distintos. Con objeto de evitar semejantes casos, 
reemplazamos la noción de especie abierta por otra más constructi- 
va, la de región [L.E.J. Brouwer 1918, p. 8; 1919A, p. 20], que es 
muy sencilla, aunque para formular de modo preciso su definición lo 
más cómodo es hacerlo tras ciertos preparativos. | j 

En lo que sigue, denotaremos con “E” o bien todo el plano, o un 
rectángulo de vértices racionales y de lados paralelos a los ejes de 
coordenadas; y en el caso de que sea un rectángulo, sólo se tendrán 
en cuenta puntos de E que correspondan al supuesto de que E sea 
una especie puntual clausurada (incluso cuando no se mencione esta 
restricción). Admitiremos que E se habrá elegido de una vez y para 
siempre, permaneciendo el mismo en todo este capítulo. 


Definición 1. Un conjunto elemental de rectángulos es un con- 
junto finito de rectángulos de vértices racionales y de lados 
paralelos a los ejes de coordenadas; no se admiten entre ellos los 
rectángulos que hayan degenerado en segmentos. Las letras V, W, X, 
Y y Z denotarán siempre conjuntos de esta clase. 


Definición 2. El dominio elemental racional R(V) es la 
especie de los puntos racionales que sean interiores a (o se encuen- 
tren sobre) la frontera de al menos uno de los rectángulos de V. El 
dominio elemental racional exterior R*(V) es la especie de los 
puntos racionales que no sean interiores a R(V) —tomándose 
“interior” con respecto al género de los puntos racionales. 

Es claro que se quiere decir cuando se habla de que V sea interior 
a W: como sólo entran en juego puntos racionales, no aparecen 
dificultades intuicionistas. | 


Definición 3. El dominio elemental «aV es lo mismo que 


R(V); y el dominio elemental exterior a*(V) es lo mismo que 
R*(V). | 


Teorema 1. a*V= E-— av. 


Demostración. (1) Si p € a*V, será p el punto límite de una 
sucesión de puntos racionales de E — a V, de modo que pE E—aV. 
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(II) Si p € E— a V, podemos encontrar para todo n un punto, P,, 
de E—aV tal que Ip —p,1<2-"1, así como también un punto 
racional, q,, tal que Ip, — qn1<2"":2 . Sabemos que P, está conte- 
nido en el cuadrado con lg —x|< 2-2, y llamemos Ú a dicho 
cuadrado; si Ú estuviese contenido en V, de ello se seguiría que 
Pn EV, lo cual es falso; luego parte de Ú se encuentra fuera de V 
(adviértase en esta parte de la demostración que sólo aparecen 
puntos racionales). Sea r, un punto racional de Ú fuera de V; 
entonces se tendrán 7, ER *(V)y Ip, —r,1<2%-1, por lo cual 
Ip — r,1< 2%; y la sucesión fr,) hace' ver:que p € a*V, 


Observación. Si E es un rectángulo, a*V = aW, siendo V y 
W tales que llenarán E sin tener puntos interiores en común; 
diremos entonces que V y W cubren simplemente E. En los casos en 
que no sea de temer ninguna ambigúedad, omitiremos con frecuen- 
cia la a y denotaremos con V el dominio elemental a V; sin embargo, 
son necesarias en esto ciertas precauciones, como muestra el ejemplo 
siguiente. Hagamos que V consista en el cuadrado de vértices 
opuestos (0, 0) — (1, 1), y W en el cuadrado (0, 1) — (1, 2), así 
como que X sea el conjunto de estos dos cuadrados; entonces, aX 
no es lo mismo que «VU a W, ya que, en el caso de un punto, 
(p1,P2), con 0< p, <1l, pero a cuyo respecto no sepamos si p, » 1 
o si py + 1, dicho punto pertenecerá a aX; pero no podremos decir 
que pertenece a aVU «a W. 

Este ejemplo hace ver al mismo tiempo que la fórmula QUR =QUR 
no se cumple; en cambio, QUR € QUR es siempre verdadera. 


Definición 4. Una región es la unión de una sucesión, (Y.), 
de dominios elementales tal que V,, se encuentre en el interior de 
V, +1 para todo n. (Si E es un rectángulo y si hay una parte, A, de 
la frontera de V,, que cae en la frontera de E está permitido que A 
pertenezca a la frontera de V,, +1 -) 

Toda región es una especie abierta; y el complemento de una 
región cualquiera es una especie clausurada. Para muchos propósitos, 
el concepto de complemento de región puede reemplazar al de 


especie clausurada. 


Observación sobre la notación. Vamos a emplear las letras 4, B y 
C con o sin subíndices, para regiones, V y W (y, en ocasiones, X, Y 
y Z) para conjuntos elementales de rectángulos o para dominios 
elementales, M y N para complementos de región, y Q y R para 
especies puntuales no especificadas, así pues, en el caso de emplearse 
la letra A se dará por supuesto que el lector sabe que designa una 
región. En cuanto a A =[V,,),quiere decir que la sucesión(V, isatisface 
la condición de la Def. 4 y que A = E Vs | 
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Teorema 2. Si A =fV,,), se tiene 
E-A= N(E-V,)= N(E=VA= N a*V,. 
m=1 m=1 m=1 


Demostración. (1) Sip € E — A, se tiene p É V,, para todo 
m, luego 


38 


pe A (E— V.,,), por lo cual p € (E—V sn) - 


m=1 m=1 


(II) Supongamos ahora que pEN a*V,, . Para un valor fijo de m, 


. m=1 

que llamaremos n, se tendrá p € a* V,, +1. Sea d la mínima distancia 
entre las fronteras de Va y Va+r das de cualesquiera partes 
de la frontera de E); podemos encontrar un punto racional, yg fuera 
de V,+1, tal que | p — q|<25d; luego para todo punto racional, r, de 
V, tendremos | p — r|> 2d; de donde p € V, ; pero como n es 
arbitrario, p no pertenece a ningun V,,, por lo Cual pEeE-A. 

Este teorema hace ver que, por más que su definición fuese 
negativa, es posible considerar constructivo el concepto de comple- 
mento de región. 


Teorema 3. Si es imposible que p no pertenezca a E — A, pertene- 
cerá a él (o sea, a E — A). 


Demostración. Se sigue inmediatamente del hecho de que 
E — A se haya definido mediante una negación. 


LET. ¿Qué extraña lógica está usted aplicando ahora? 

IN. — En realidad, no aplico la lógica: no podría hacerlo, porque 
aún no la he desarrollado; pero es cierto que cabe llamar lógico al 
arumento que acabo de emplear, ya que se refiere a la estructura de 
la proposición. Voy a exponerlo más pormenorizadamente. 

Vamos a utilizar “op” como abreviatura de “p € A”; entonces, la 
negación “10” es “pE(E,— A)”, y el teorema que acabamos de 
ver dice que 17170 implica —T 0. Esto es evidente, ya que, 
suponiendo que 3137 p esté dado, la suposición de que € sea 
verdadera conduce a 2170 ,que contradice a 2717 0. (Confrón- 


tese 7.1.2, (5).) 


5.1.5. La unión y la intersección 


Teorema 1. La unión de una sucesión finita o infinita de 
regiones es una región [L.E.J. Brouwer 1919A, p. 22 ]. 


Demostración. Sea (A, y una sucesión de regiones; A, = (Vaj - 
r 
Hagamos W,= U V,,,; entonces, la región B definida por 


m=1 00 
(W,) » €S Ed A 
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Teorema 2. La intersec.ión de dos regiones, A = (V,) y 
B= [W,), es una región, con tal de que, para cierto valor de n, V, 
y W,, tengan un rectángulo en común. 


Demostración. Sea X el rectángulo incluido en V, y en 
W, y hagamos V,jp NO Wayp=Y, para todo p; entonces, la sucesión 
(Y, ) define una región, C, que coincide con AN B. 


Teorema 3. La intersección de una sucesión finita o infinita 
de complementos de región es un complemento de región; explícita- 
mente: i 


N(E-A,)=E-VA,. 


n 


Demostración. “xen(E-—A,)” significa: “cualquiera que sea 


" n 
n, x no puede pertenecer a A,”. 


“re(E-UA,)” significa: “no hay ningún n para el cual x 


pertenezca a A, ”. Vemos que ambos significados son el mismo. 

La unión de los correspondientes complementos de dos regiones 
no siempre es un complemento de región: ni siquiera es necesario 
que esté clausurado (como puede verse por el ejemplo que sigue a 
5.1.4, Teor. 1: los dominios elementales V y W que allí definíamos 
son complemente de región; y el punto p en que nos fijábamos es 
un punto de clausura de VU W). De igual manera que, en el 
ejemplo que acabo de citar, el dominio elemental X se formaba a 
partir de VyW, podemos asociar un complemento de región a 
cualquier par (o conjunto finito) de complementos de región. La 
definición es como sigue: 


Definición. Si M= Ma*V, y N= Ma*W,, se tiene 
n n 


MUN=Na*(V_NW,) 


+ 
MU WN es un complemento de región, con tal de que, para algún 
valor de n, V,, N W,, contenga un cuadrado. 


Teorema 4. Si A y B son regiones tales que A N B sea una 
región (Teor. 2), se tendrá (E-—A) Ú (E—B)=E-—(A NM B). 


Demostración. No ofrece dificultad, teniendo en cuenta las defi- 
niciones. 


714 Introducción al Inturcionismo 


5.2. Las especies puntuales situadas 


5.2.1. Las especies puntuales situadas y los abanicos puntuales. 


Definición 1. La distancia del punto p a la especie puntual 
Q, que se escribe o0(p, Q), es la máxima cota inferior de las 
distancias de fp a los puntos de Q; por consiguiente, e (p, O) 
satisface las siguientes condiciones: 


E para todo punto q de Q, [pa to. 
al, 


(11) para todo número natural, n, puede encontrarse un punto de 
Q, 4n> tal que Ip—q,,1< 0 + 21, 


Definición 2. Una especie puntual, Q, está situada [L.E.J. 
Brouwer 1919A, p. 13], si para todo punto, p, puede calcularse 


o(p, Q). 


Observación. Es patente que Pp (p, O) es una función continua de p; 
de ahí que Q esté situada si puede calcularse la distancia de todo 
punto racional a este especie puntual. 


Ejemplo. Sea E el cuadrado de vértices(+ 1, + 1), y suponga- 
mos que A es la región definida por la sucesión, fV,) , que se 
obtiene como sigue: 

S1 en los primeros n dígitos de T no aparece ninguna secuencia 
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0123456789, V, es un conjunto de tres rectángulos, cuyos vértices 
opuestos serán, respectivamente, 


(14279, 14258) y (127%, —275, 
(14279, 278) y (27%, 4279) 
(—14+2-9, 4 2-1) y  (1-2-», 1-25) 


si en los n primeros dígitos de R se presenta alguna secuencia 
0123456789, V,, es el cuadrado de vértices + (1 — 21. 


Sea ahora a un punto racional cualquiera. O bien p € E, con lo 
cual 0(p, A)=0, o p se encuentra fuera de E; luego 
o(p, A)= elp, E). 

Por consiguiente, A está situada. Sin embargo, M=E-—A no lo 
está, dado que, siendo O el punto (0, 0), se tiene (0, M)=0- si no 
aparece en T ninguna secuencia 0123456789, pero e0(0, M)=1 si 
aparece tal secuencia. 


Teorema 1. Toda especie puntual situada, clausurada y acota- 
da coincide con un despliegue de gp finitario y canónico (o sea, 
con un abanico de gp) [L.E.J. Brouwer 1919A, p. 14]. 


Demostración. Sea Q una especie puntual situada, clausurada 
y acotada. Por razones de comodidad, llamaremos punto reticular 
n-ésimo a un punto, (a: 21, b:2"), en el que a y b sean enteros. 
Vamos a dividir los puntos reticulares n-ésimos, Siendo sucesivamen- 
te n= 1,2,..., en admisibles e inadmisibles, de tal manera que para 
cada punto reticular n-ésimo que sea admisible, n-ésimo p, tengamos 
olp, Q)<5/¿-271, y para cada punto reticular n-ésimo que sea 
inadmisible, q, tengamos e(q, Q) > 2. *71; cosa que puede hacerse 
en vista de 2.2.3, Teor. 4. i 

Ante todo, hagamos ver que, dado q € Q, podemos encontrar un 
punto reticular n-ésimo admisible, p, tal que lp — ql< 5/8:-2— ". No 
cabe duda de que podemos hallar un punto reticular n-ésimo, p,, tal 
que lp, — ql< 5/8:27 ", y si p, queda clasificado qomo admisible, 
ya hemos terminado; en Caso de que no sea así, será 
lp, —ql > 27 "71, y podremos encontrar un número racional, € > 0 
tal que lp, ql > (25+€):2-*; ; hagamos ahora que fP2 sea un punto 
reticular n-ésimo tal que lp2 — ql < (2¿+€):27 *< lp, — ql <5/8:2=*; 
pues bien, si p2 es admisible, ya hemos terminado y si no lo es, 
repetimos esta misma construcción con p2 en lugar de p1; de este 
modo obtenemos una sucesión de puntos reticulares n-ésimos dis- 
tintos, Pj, tales que lp¿— qgl< 5/8:27 1% para todo 2. Pero semejante 
sucesión no puede contener más de cuatro puntos, ya que entre 
cinco puntos os n-ésimos hay siempre dos cuya distancia es 
como mínimo 2" *1; por lo tanto, tras un máximo de cuatro pasos 
encontraremos un punto reticular n-ésimo admisible, p, tal que 


lp — ql< 5/8:2-2, 
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Si p es un punto reticular n-ésimo admisible cualquiera, podrá 
hallarse un punto de Q, q, tal que lp — q < 5/8:27— *”, y luego un 
punto reticular (n+1)-ésimo admisible, r, tal que 
lg — rI < 5/8:-2-=27= 1; con lo cual lp — rl < 2-2, Fijémonos ahora en 
el despliegue, D, de todos los generadores canónicos de punto (p,) , 
siendo p, un punto reticular n-ésimo admisible; tras haber elegido 
Pn» de las elecciones posibles para p, +, Serán admisibles, como 
mínimo, una, y como máximo nueve; luego D será un abanico de 
gp. Quiero ahora demostrar que D coincide con Q. 


(I) Sip € OQ, un gp canónico de p pertenece a D. 

(II) Sea d un punto que coincida con un gp de D, dy. Tendremos 
do = Pn , siendo P, un punto reticular n-ésimo admisible; además, 
Ido — Pnl > 27”, y podremos encontrar un punto de O, q,,, tal que 
IPr — 9nl< 27”; por consiguiente, ld — 4p!|< 2-n+1 "Como todo 


qn esta en Q, dy es un punto de clausura de Q, y como Q está 
clausurada, dy € Q. 


Corolario. Sean q y r unos puntos de la especie puntual situada y 
clausurada Q tales que lg — rl < 2"2-4; podremos encontrar un punto 
reticular n-ésimo admisible, p,,, tal que lg — p, |< 9/16: 27"; luego 
lr—=p, LP Ir=ql+lq—p,1<2-1-=4 + 9/16:-2-"= 5/8 - 257, Así 
hemos demostrado el lema siguiente: 

Si q y r son puntos de una especie puntual situada y clausurada, 
O, tales que lg — r| < 2:2-4, el abanico de gp, D, que coincide con Q ' 
contiene dos elementos que coinciden respectivamente con q y con r 
y cuyos n primeros componentes, P1,... , P,, son los mismos. 


Teorema 2. La clausura de todo abanico puntual canónico, D, 
coincide con un complemento de region situado. 


Demostración. Sea H el conjunto de los n-ésimos componentes de 
los elementos de D;H es, entonces, un conjunto finito de puntos 
reticulares n-ésimos. Tomando como centro todos y cada uno de. 
los puntos de H, descríbase el cuadrado de lado 3* 2-1, y sea V,, el 


00 
conjunto de tales cuadrados; hagamos ahora M= NV, con lo 
n=-1 
que M será un complemento de región. No cabe duda de que D se 
encuentra geometricamente incluído dentro de M; y como M está 
clausurado, también D está geométricamente contenido dentro de M; 
voy a demostrar que, en forma conversa, M está incluído geométri- 
camente en D. 

Sea q un punto de M; entonces q € V,,, luego podremos encontrar 
un punto, p, de H tal que lg — p, |< 2% +1;p,,, pues, es un compo- 
nente de al menos un gp de D:de d,,, digamos; por lo cual 
ld, —Py!1< 27%. De esta manera hallamos, para todo n, un gp, d,,, 
de D tal que lg — d,,| 2:1+?2; luego q es un punto de clausura de D. 


Todavía es preciso demostrar que M esta sicuado. Sea p un punto 


Las especies puntuales planas 77 


cualquiera del plano, y hagamos e(p, V, )= 0,; por la construcción 
de V, y de V,+¡ es evidente que 0, P Op+1 P Oy + 5/4- 2%; 
luego existe el lím 0, =p y ly — ln > 5/2: 27, 

Quiero demostrar que o(p, M)=0,, es decir, que 


I) sigE M, se tiene |P—4| < 00; 
II) para todo n puede encontrarse un punto, q,, de M tal que 


|p—4q,| <00 +27”. 


Demostración de (1). q € V,,, luego lg — pl 4 €, + Oy + 5/4> 27 
para todo n; esto es, lg — pl X 07. 


Demostración de (Il). Podemos encontrar sucesivamente' un cua- 
drado, a, de V,, tal que o(p,a)<e, +2" y un punto, r, de a tal que 
p=ri<0, + 2: 2"; luego lp — rl< 0,+ 9/2: 21. 


Corolario 1. De los dos teoremas precedentes se sigue que toda 
especie puntual situada, clausurada y acotada coincide con un com- 
plemento de región. 


Teorema 3. Toda función de valores reales que esté definida 
por doquier en una especie puntual situada, clausurada y acotada es 
uniformemente continua en dicha especie. 


Teorema 4. Toda función de valores reales que esté definida 
por doquier en una especie puntual situada, clausurada y acotada 
posee una m.c.i. y una m. c. s. en dicha especie. 


Teorema 5. Si una función de valores reales está definida y es 
positiva por doquier en una especie puntual situada, clausurada y 
acotada, su m.c.i. es positiva. 

Las demostraciones de estos teoremas son exactamente análogas a 


las dadas en 3.4.3. 


5.2.2. Forma intuicionista del teorema de Heine-Borel 


Teorema. Sea Q una especie puntual situada, clausurada y acota- 
da. Si a todo punto, p, de Q se le asocia un entorno, U(p), en E, 
podremos encontrar un conjunto finito, U(g,), ..., U(qm) de estos 
entornos tal que Q esté contenida en y) U(q;). | 

k=1 


Demostración. Por definición de entorno, U(p) incluye un cuadra- 
do con lp —x!< 27%, siendo h un número natural asociado a p. 
Hagamos que D sea un abanico puntual canónico que coincida con 

. . . . ¿An S , , 
O; y si el punto p de Q coincide con el gp p*= tp.) de D, ¡h estará 
asociado a p”. Por el teorema del abanico podemos encontrar un 
valor máximo de h, hp, tal que, para todo p,U(p) contenga el 
cuadrado con lp — xl< 2-%0; los puntos reticulares (hp + 1) — ési- 
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mos que aparezcan como componentes de los elementos de D 
pueden disponerse en una sucesión finita, Py, + 1, 1 (siempre de 
2 + 1, ..., mp), y para cada uno de estos valores de 1 determinaremos 
un elemento fijo de D, al que llamaremos q”, digamos, en el que 
aparezca P, ¿+1 ¡- Supongamos ahora que q; sea el punto de Q que 
coincida con q;; entonces, lg; — p'yy + 1, 11< 5/8 * 2> m0: A 


Un punto arbitrario, r, de Q coincide con un elemento, r =Xr»j, 
de Dir" ho+1=Ph0 + 1, Para cierto ¿ de modo que «lr —P y +1 ¿| 
< 5/8 - 2-%hg -1,* De esto se sigue que | q — 7 |< 5/8 - 2%0,0 
sea, que r€ U(q2); lo cual quiere decir que U(q,¡)U...uU U(4 m0) 
contiene a O. | 


Observación. L.E.J. Brouwer [1926C, p. 867] demostró este teorema 
de una forma más general (para lo que él llama especies compacto- 
situadas). 


vil. MEDIDA E INTEGRACION 


En este capitulo, E es el cuadrado unidad, con |x — 0| > 2 


6.1. Las regiones medibles y los complementos de región. 
6.1.1. Las regiones medibles 


Definición. La medida (que denotaremos con mV) de un do- 
minio elemental, V, es su área en el sentido corriente. Si una re- 
gión, A, está definida por la sucesión, [V,,) , de dominios elemen- 
tales y si lim mV,, existe, A es medible y su medida es 


n—>00 


mA= lím mV, [L.E.J. Brouwer 1919A, p. 26] 
n—>00 

CLAS. De acuerdo con esa definición, ni siquiera es medible toda 
región acotada. 

IN. Lo cual es una consecuencia necesaria del hecho de que una 
sucesión monótona acotada de números reales no haya de ser 
necesariamente convergente. La demostración del teorema que sigue 
es menos sencilla de lo que podría esperarse. 


Teorema 1. Si A y B son regiones medibles, y si 4 2 B se 
tiene mA ImB. 


La demostración se apoya en el lema siguiente: 


Lema 1. Si el dominio elemental W está contenido en la región 
A =(V,,), puede encontrarse un número, m, tal que W quede cubierto 
por V,,,. 


Demostración. A todo punto, p, de W le está asociado un 
número natural, A(p), tal que p pertenezca a V, (py): Dado que W 
está acotado, clausurado y situado, de 5.2.1, Teor. 1, y del teorema 
del abanico se sigue que A(p) tiene un máximo, m; luego todo punto 
de W pertenece a V,,. 


Demostración del teorema 1. Sean A=(V,)y B=(W,)j. Dado 
k, determinamos primero n de tal modo que mB — mW, < 2*, y lue- 
go (por el lema) m de tal suerte que V,,, cubra W,,; de ahí que mA > 


> mV, => mW,, > mB — 27 *; y como esto se cumple para todo k, 
mA < mB. 


Teorema 2. Si la región A coincide con la región B y si Á es 
medible también B es medible, y mA = mB. 
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Demostración. A =ÍV,), y B=(W,).Por el lema 1, para todo 
n tenemos que mW,, < ma; por otra parte, si A es medible, dado k 
podremos encontrar un 1 tal que mV, > mA —2- K, y luego un % tal 
que W;, cubra V;  (valiéndonos del lema); por lo tanto, 
mW, > mA — 27 *. De aquí que Lím mW, = ma. 


Teorema 3. Si A y B son regiones medibles, la región C=4 U B 
es medible y mC > mA + mB. | 
La demostración se sigue fácilmente de la definición. 


Teorema 4. Sea [Anj una sucesión de regiones medibles tales 


r . 09 .), 
que el lim m Y Ar =p exista; entonces, A=U A es una region 


r—>00 n= n=1 


medible y mA = 


a Tr 1D. ?, 
Demostración. Hagamos U An=B, VW Vn = Wrs, Y 
n=] 1 


Wss = Us; entonces, B,= ([Wrsj, y A=(Usj, y además tenemos 
mU, = mW,, <mB, > ph. 

Determinemos n, de tal modo que p—mB, <2E=L,.. y 
n2 >n, tal que mB, ¡ —-mW,,¡ 7 < 27 *1; entonces, 4— mU,,, < 
<u—mW,in2<2 *. De donde se sigue que lím mU, = p, luego 
máÁ = ph. a 


6.1.2. Los complementos de región medibles 


Definición 1. Si el complemento de región M es el complemento de 
la región medible A, M es medible y su medida, mM, es 1 — mA. 


Teorema 1. Si M, y Mz son complementos de región 
medibles, mM, =m,,mMz,=mz y m(M, NM,)=m, se tiene 
m, + ma 1 +m. 


Demostración. Tenemos: M, =E-—A¡, M, =E-— Az y MM, N M,= 
=E-— (A, U A, ) , 
Teniendo en cuenta 6.1.1, Teor. 3, tendremos sucesivamente: 

m(A, U Az) + mA, + MA, 
l—-m > 1—m,+1-—m, 
M,+ Ma > 14m. 

Teorema 2. [L.E.J. Brouwer, 1919A, p. 26]. Todo comple- 

mento de región medible de medida positiva contiene un comple- 


mento de región medible y situado, S, tal que mS >mM-— 27 P, siendo 
p un número natural arbitrario. 
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Demostración. Existe una sucesión, [V,), de dominios elementales 
tal que M= A V,, y a partir de ella podemos elegir una subsucesión, 


(W,), tal que mW, —mM< 2-*1—P para todo n. Ahora vamos a 
obtener S. mediante la construcción que sigue: divídase E en 
subcuadros de lado 27", a los que llamaremos cuadrados x, ; de cada 
cuadrado W,, eliminaremos su intersección con los cuadrados », cuya 
intersección con W, sea < 27 P-3, llamando W”, a lo que reste; de 
cada W”, eliminaremos la intersección con los cuadrados yg CUya 
intersección con W”, sea < 2-P-7, y así sucesivamente; en general, 
a partir de W%" se obtiene W*+D (siendo n > k) eliminando las 
intersecciones con los cuadrados xy, cuya intersección con Wf!, sea 
<2--p-4k-3, entonces, 


00 
S= N W", 


y, teniendo en cuenta 5.1.5, Teor. 3, L es un complemento de 
región. 
Por hipotesis, mW, — mW, + ¡ < 9-4n-p; a fortion, 


mW — mW, <2-tm=», 


Al pasar de Wi, a Wip, el área eliminada es, como máximo, 
anta. 2 p-4n-3 — 29-201 de modo que mW" -- mW DP < 9-4n—D 
De aqui se de que existe el lim mW”, 


No nos está permitido inferir inmediatamente que lím 

mW =mS, ya que W¿tW" no tiene por qué ser estrictamente 
interior a Wi ; sin embar, o, ampliando ligeramente cada uno de los 
Wim podemos construir fácilmente una sucesión, (U,,) , de dominios 
elementales tales que U,, +1 Sea siempre estrictamente interior a U,, 
que S=N Un (n) Y que lím mU,, = limmW y”, Luego S es medible y 


mS = lím mW”. 
Teniendo en cuenta la construcción de W* vemos que 
n—1 


r $ 2. e dd e) — : 
mW, —- mW" < sy E 
k=0 


y pasando al límite tenemos 


mM-—mS< 27P, 


Queda por mostrar que S está situado. Sea x' uno de los 
cuadrados %, que tenga una intersección positiva con W,” ; en- 
tonces, por la construcción que acabamos de_hacer, dicha intersec- 
ción será >2-P-4n*+1l; como se tiene mWo—mWa, <29opmAm 
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resulta que mW“, Nx) >2-P-4n+1 _ 9-p-4n=9-p-4n_ A] 
pasar de Wi, a WD eliminamos de x” , como máximo, un área 
4-2-P-4n-3, por lo cual W(+P tiene una parte en común con x'; 
por consiguiente, tiene asimismo una parte en común con al menos 
uno de los cuadrados x,++1 que formen parte de x' ; y continuando 
este proceso encontraremos una sucesión, (q,) , en la que todo q, 


será un cuadrado x, +, de modo que, para todo h WiriM tendrá 
una parte en común con q. Sea x(*) un punto de Wi" N 4h> la 
sucesión [xP converge hacia un punto, xo; por otra parte, como 
x(1) € WE24P para ¡=h, xo EW*¿P , y al cumplirse esto para todo 
h, xy ES. Asi pues, todo cuadrado 'x,. que tenga una intersección 
positiva con W(” tendrá al menos un punto en común con S. 

Hagamos ahora que H sea el conjunto de cuadrados %, que 
tengan una intersección positiva con Wi . Dado que S C H,,, para 
un punto arbitrario, p, y para todo punto de S, q, tenemos 


(1) e(p, H,) + lp — ql; 


además, todo cuadrado de H,, tiene al menos un punto en común 
con $; en consecuencia, existe un punto de S,q,,, tal que 


(2) lp — qnl > e(p, Ha) + 2-*, 
y, en virtud de (1) y (2), 
(3) 0H r+x) > lb—q.1P 0(p,H,) + 27". 


Por otra parte, H , + 1 <H,,, luego 
(4) 0(p, H, +k) 0 (pb, H n), 


de donde se sigue que el lím e (p,H,,) = d existe. Además, en virtud 
de (1), para todo punto de S, q, --.- 


Ip — ql < d; 
en virtud de (4), e(p, H,) » d, y debido a (2), 
lb—q,1|Pd+ 21, 
Vemos, pues, que d= € (p, L) y que S está situado. 
Corolario. De la demostración que acabamos de presentar se si- 
gue que todo complemento de región acotado y de medida positiva 


contiene por lo menos un punto. 


Teorema 3. Si el complemento de región medible M está conte- 
nidó en el dominio elemental V, se tiene mM > mV. 
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-Demostración. M=N W,,. Supongamos que mM> mV. Podremos 
encontrar un q tal que mM>mV+ 274; luego para todo 
n, mW, >mV+ 274, Sea ahora U,, la parte de W,, situada fuera de 
V; tendremos mU,, > 27 4; si recortamos de todo U,, una pequeña 
tira a lo largo de la frontera de V, obtendremos lo que vamos a 
llamar T,,; esto podemos hacerlo de tal forma que T,, +, sea interior 
a T, y que mT, >.2— 9 para todo n.'"Ahora haremos NT, =N, 


resulta que N es un completo de región medible y que mN < 27 4; 
de ahí que, en vista del último corolario, N contenga por lo menos 
un punto, p. Es evidente que p que puede pertenecer a v, de modo 
que mM> mV ha llevado a una contradicción. 


6.1.3. Las especies puntuales despreciables y las cast llenas 


Definición 1. Llamamos despreciable a cualquier especie pun- 
tual que pueda quedar encerrada en una región medible de medida 
arbitrariamente pequeña. 


Definición 2. Llamamos cast llena a cualquier especie puntual 
que contenga para todo n, un complemento de región cuya me- 
dida sea mayor des 1 —27", De toda propiedad que se cumpla en 
una especie casi llena diremos que se cumple cas: por doquier. 

El complemento de una especie puntual despreciable, Q, es casl 
lleno, ya que Q CA implica E-—-ACE-—Q. La conversa no es 
cierta, puesto que a partir de E—ACR se sigue que 
E-—R CE-—(E-— A), pero esta última especie no coincide necesa- 
riamente con A, y no estamos seguros de que sea una región. 


Teorema 1. El encuentro o intersección de dos especies casi llenas 
es una especie casi llena. 


Demostración. Sean Q y R especies casi llenas, así como M 
y N complementos de región de medida >1-—2-% que estén 
respectivamente contenidos en e y R; entonces, MANN C QNR. 
Hagamos m(MNN)' = m; por 6.1.2, Teor. 1, 
1 4 1 9> a DE 


Observaciones. Si V es un dominio elemental, también es 
un complemento de región, y su interior es una región con la misma 
medida (que V). Además, la frontera de V es un complemento de 
región de medida 0; y es posible encerrarlo en una región medible, 
A, de medida < 2- %, región que cabe elegir de tal modo que, para 
cierto número, s, todo punto a una distancia de dicha frontera 
inferior a 27 * pertenezca a A. 

Sea W el conjunto elemental de rectángulos que juntamente con 
V cubra simplemente E; para un punto arbitrario, p, de E- A, 
podemos solventar (valiéndonos de una aproximación inferior a 27 5) 
la cuestión de si pertenece a V o a W. 
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LA INTEGRAL DE BROUWER 


Voy a desarrollar la teoría de la integración en el caso de 
funciones que estén definidas en una subespecie, Q, del cuadrado 
unidad, E. Es posible ampliar tal teoría en varias direcciones, pero la 
presente introducción no es el lugar apropiado para hacerlo. 


6.2. Las funciones medibles acotadas 
6.2.1. Definición de integral 


Definición 1. Una función acotada, f(x), definida en una 
subespecie, O, de E, es medible [L.E.J. Brouwer 1923, p. 6] si, para 
todo número natural, n, se cumplen las siguientes condiciones: 


(D) está dada una región plana medible, 4,,, con mA<2-*; 


(11) E está simplemente cubierto por los dominios elementales 
Va (siendo h = —/,,, ..., —1,0, 1, ..., k,,); 


(UD) — si M, = E — A, se tienen 
a) parax€ V,j NM, yhx*0, 


(h — 1) 2291 > fx) > (h + 1)2"-1; 
b) paaxEQN V, py N Ma, 
a n=1 > f(x) > 9-n-1 


Llamaremos tira aproximadora n-ésima de f(x) al conjunto de 
intervalos tridimensionales 


x E Vin, (4h — 1)2- A o 
(Giendo h = —lyp y e. Oy 200, kh, ); 


de f(x) diremos que es medible por (V.») y (Ay) . 


Definición 2. Se define la integral de la función medible f(x) del 
siguiente modo: 


(1) JE ne gt s hmV mr - 
ht 


Observaciones. 1.2 La suposición de que las fronteras de todos los 
Vi, están contenidas en 4, no impone restricción alguna; pues si 
mA, < 27"? -—2”7, es posible encerrar estas fronteras dentro de una 
región medible, G,, de medida inferior a 2-” y substituir luego A, 
por A, Y CG,; cosa que ofrece la ventaja de que para todo punto de 
E— (A, Y C,) sabremos a qué V,,, pertenecerá. Véase la obser- 
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vación 2.4 para el caso en que se viole la condición (llIc). 
2.2 Si no se cumple la condición (1lIc), podemos forzar su cum- 
plimiento como sigue. Apliquemos ante todo la observación 1.*; por 
ello voy a suponer en todo lo que digo a continuación que 4, 
contendrá las fronteras de los V,,. Supongamos ahora que 
mA, <2"—2-", y hagamos r(!,, + k, +1)=s; por el corolario de 
6.1.2, Teor. > O bien V,jy N M, contiene un punto, oO 
m(Vi,n O M,)< 27 *; en este último caso; encerramos V,,, MN M,, en 
una región medible, Crh» Je medida inferior a 275 y sustituimos A 
por A, U Cry; tras de lo cual añadimos V, nh a uno de los demas 


ni 


3.2 Podemos también suponer que 4, +, € A, para todo n, pues si 


hacemos y AL=Bn: Y Wan = Vn+1, 2h- 1 Ú V,+1.2h, se tiene 
que f(x) es también medible por (Ba; y (Wnx; >, con lo que la 
sucesión (W.,) proporciona la misma integral. (Si es necesario 
EN la condición (IlIc) del. modo indicado en la observa- 
cion 2.1 


4.4, Es a menudo conveniente modificar la cláusula (11) de la Def. 1 
del modo que sigue, 
(IL bis) E está simplemente cubierto por los dominios elementales 
Vim , y todo Vi está contenido en un Ví2;,,, 


y sustituir, en la cláusula (1D), V,,, NA M, poru(VRnM,). 
D 


CLAS. Esa es una definición perfectamente conocida de la in- 
tegral de Labesgue. 


IN. Sí, pero era necesario elegir una definición constructiva entre 
las posibles clásicamente. Por ejemplo, si f(x) está definida en E y 
tiene el valor constante a, siendo a un número real para el que no se 
sepa sia<2za= 2x0 a> 2; la especie puntual para la que f(x) < 2; 
no es medible e que ya “puedo decir ahora, aunque no haya dado 
aún una definición general de las especies puntuales medibles); y, 
desde luego, la misma observación es aplicable a f(x)=% y a 
f(x) >» 

Una importante diferencia consiste en que el matemático clásico 
puede siempre suponer que las funciones que utiliza están definidas 
sobre la totalidad de £ sin más que asignarles el valor 0 en todo 
punto para el que no estén definidas; pero esto no marcha desde un 
punto de vista, intuicionista, ya que para algunos puntos no se sabrá 
si la función está definida o no. La definición de Brouwer de 
función medible está formulada de tal suerte que para semejante 
función sepamos casi por doquier, o bien que está definida, o que, 
estándolo, es: inferior a 2”, pudiendo elegirse aquí n arbitra- 
riamente. | 

Llamaremos dominio de f(x) a la especie puntual en la que esté 


definida f(x). 
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Teorema 1. Para toda función medible existe el límite (1). 


Demostración. Sea f(x) medible por (V.,' y [4,) ; y supondremos que 
las A, cumplen las condiciones de la observación 12. 


Sea p cualquier número mayor que n, y hagamos 
Van O Vox = Wnx, Cada W,y es o bien un X,¿ ounY ,g de la 
forma que se indica a continuación: 

Wn=X ne si |[A2=9=1— L2-»=1] <2 , 
Whn=Y ny si [427*-1—k2-7-11>9-2, 
Es patente que ¡ 
(2) 272 YH kmV,,-22"1 Y hmV,,= Y) (k279-1—h2-"-0)mW py. 
k h h.k 


Teniendo en cuenta la definición dada para x € V,,, N M, (siendo 
h*0), E 


(3) (h—1)2--1 > f(a0) > (h+1)2-"-1, 
y la dada para x € V,¿ N M, (siendo k +0), 
(4) (k—1)2=2-1 + f(x) > (d+ 1)2-2-1; 


en consecuencia, para x € W,¿ N M, N M, 
(5) [p2-9=1 — 2-91 > 978-111 9-P-1 9-8 


Esto se cumple también para h=0,k%.0 y para h * 0, k = 0; pues, 
en el primer_ caso, V,xNMM, C Q, de modo que 
Wox N M, N M, <Q,conlo que (3) es válida en Woz N Mp N Mg. . 
Para h=XA=0, (5) es trivial. 

Todo punto de M, N M, pertenece a algún W,x; y, en virtud de 
(5), éste no puede ser ningún Y, z, luego M, A M, CU Xp k- 


Ahora bien, por 6.1.2. Teor. 1, m(M, N M,) 4 1-27 — 2P 
> 1-—22*1;luego m U Xp > 1-2 ly m UY jp < 291 +1. Así 
pues, si |f(x)| < M, 


(6) Y [2771 A2=*UmY,, <(2M +2)2- "+; 
también se den | 

(7) DP | [2722 h2"AmX,,<27" MU Xp Pp 27"; 
y, en virtud de (2), 

(8) 12-91 Sk mV, —27*1 Nh mV qn] <(4M + 5)27”. 


Aplicando ahora el principio de Cauchy (2.4), se ve que existe el 
límite que aparece en (1). 


- Teorema 2. Si la función acotada f(x) es medible por (Vaj y 
[A, así como por (W.:j y (B,j». se tiene 


(9) lím 2-*-1 YhAmV,, =lím 2-*-1 N kmW py. 


Nn->00 N-->00 
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Demostración. Hagamos A, U By = Cn, y E— C, = M, ; podemos 


suponer que C,, contendrá las fronteras de Vo y W, yg. Hagamos ahora 
que sea 


Pan O TY n= Ag s1 [A — k|s1, y 
Vrj A Wi == Y Ak si |4— k|> 1. 


No es posible que un punto de Y, pertenezca a M,; luego 
M, <UXpx; y de ahí (6. 1.2, Teor. 3), mM, PbmUX»,i con lo 
que tenemos sucesivamente: muU Do 2 1-2 *+1; 
mU Yuk S S Pda Ls | 


[2292 Sh mV, 2791 Ne mV y] = 
= 21 Y (h—k)mX py > DAA — k)mY po] 
S291 Y mX mi +(2M+2-2)  mY pS 2201 2.M 20414 
+2-2n+1 <(8M - 2)2-9-1; 
de este modo el teorema (9) queda demostrado. 


6.2.2. Las condiciones de la medibilidad 


Teorema 1. Una función acotada que esté definida casl por doquier 
es medible [B. van Rootselaar 1954, p. 7]. 


Demostración. Por hipótesis, f(x) esta definida en la especie O, y 
Q contiene, para todo n, un complemento de región medible, M,, 
tal que mM, > 1-2 273, 

En virtud de 6.1. 2; Teor. 2, M, contiene un complemento de 
región situado y medible, S ES tal que mS, > 1-27 "72; hagamos 
Sn =E— A'n» Aplicando 5.2.1, Teor. 3, Vemos que f(x) es unifor- 
memente continua en Sa» le modo que para todo punto, xa, de S, 
está dado un entorno, Un (x), tal que |f(x) — f(x?) <2- 2-2, si es 
que x? se encuentra en U, (x) A S,. Además, U,, (x) contiene un 
dominio elemental, V,,(x), en cuyo interior esta contenido x. Es 
posible aplicar a S,, el teorema de a Borel (5.2.2), de modo que 
hay un número finito de dominios, V,,; (siendo ¿= 1, ..., m), que 
cubren S,,. Definimos ahora unos dominios elementales disjuntos, 
Wi mediante 


1=1 
Pe e Y > Wer e Vi — a yn N Wi) 5 


entonces, el área total cubierta por W,,; es, al menos, Ll =9+1=2. 

el resto de E puede quedar encerrado en una región medible, A,, , de 
medida < e n—1. Encerremos de fronteras de los W, ¡ en una región 
medible, B,,, con mB, < 27 "2, y hagamos C, =A, UB, UA”, 
de suerte que sea mC, a es entonces, f(x) es medible por [W A 


y íC, 
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En forma conversa, vamos a mostrar que es posible completar 
toda función medible hasta una función medible definida casi por 
doquier que tenga la misma integral que aquélla. 


Definición 1. g(x) es una compleción de f(x) si satisface las 
siguientes condiciones: 


(1) g(x) está definida casi por doquier; 
(II) g(x) = f(x) en todo punto en el que f(x) y g(x) estén definidas, 
| 


(III) f(x) está definida en todo punto en el que g(x) + 0. 


Teorema 2. Si f(x) es medible por (V,) y  (4,), la función 
g(x) que definimos inmediatamente debajo es una compleción de 


fx): | 
Enlx)=h,7 "71 en Vy N (E An); g(x) = lím g, (x) 


Teorema 3. Si g(x) es una compleción de la función medible y acota- 
da f(x), también g(x) es medible, y además | 


S glx«jdx =$ fíx)dx. 


Teorema 4. Si existe una compleción de f(x) esta última función es 
medible. 

Las demostraciones de estos teoremas son inmediatas apoyándose 
en las definiciones dadas. En la demostración del Teor. 4 nos valemos 
del Teor. 1 para demostrar que la compleción de f(x) es medible. 


Teorema 5. Si f(x) es medible, f(x) y g(x) están acotadas y 
Fx) = g(x) casi por doquier, se tiene que g(x) es medible y que 
Sflx)idx = Se(x)jdx. 


Demostración. Supongamos que f(x) es medible por (Va) y A,). 
y hagamos que B, sea una región de medida inferior a 29.1 y 
tal que f(x)= g(x) en E— B,,; entonces, f(x) será también medible 
por UM) y 14,U B,)j, con lo que, teniendo en cuenta la 
definición, es evidente lo que afirma el teorema. 


6.2.3. Las sumas y los productos de funciones medibles 


Teorema 1. Si las funciones medibles y acotadas f(x) y g(x) tienen 
el mismo dominio, Q, o si están definidas c.p.d. (casi por doquier), 


fix) + g(x) es medible a f flcjax + $ g(x) dx = $ (f(x) + g(x))dx. 


Demostración. Sean fyl[x) y gp(x), respectivamente, unas comple- 
ciones de f(x) y g(x); entonces, f(x) + gy(x) es una compleción de 
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fx) + g(x), y a partir de la definición correspondiente (6. 2.1, Def. 
1) se infiere lente la igualdad entre integrales escrita. 


Teorema 2.Si fx) y g(x) son funciones medibles acotadas, 


lx) g(x) es medible. 


Demostración. También ahora tenemos que si fo(x) y go(x) son 


compleciones de f(x) y g(x), respectivamente, folx)gp(x) es una 
compleción de f(x) g(x) 


Observación. Adviértase que en el Teor. 2 no es necesario suponer, 
como sucedía con el Teor. 1, que de g(x) tengan el mismo 
dominio; y la razón es que o (x) y e implica fo(x)+ 0 y 
go (x) + 0, mientras que fp (x) + gy (x) ee O sólo implica que fy(x) F 0 
o que gp(x) +0. El dominio de f(x) g(x) es, desde luego, la 
intersección de los dominios de f(x) y de g(x). 


Definición 1. La parte no negativa, f+(x), y la no positiva, f—(x), 
de f(x) se definen del modo siguiente: 


fH(x) = máx (Ax), 0); — f(x) = mín (f(x), 0). 


Es evidente que f+(x) y f—(x) tienen el mismo dominio que f(x), y 


que f(x) = + (x) + f(x). 


Teorema 3. Si f(x) está acotada y es medible, f+(x) y f—(x) son 
medibles, e | 


S f+(x)dx + $ fH(x)dx =$ flx)jdx 


Demostración, Si folx) es una compleción de f(x), se tiene que 
máx (fo (x), 0) es una compleción de f+(x); y para F-(x) se tiene el 
resultado análogo; por otra parte, f+(x) y f—(x) poseen el mismo 
dominio que f(x), luego podemos terminar de efectuar la demostra- 
ción aplicando el Teor. 1. 


Teorema 4. Si f(x) está acotada y es medible, |f(x)l es medible. 


Demostración. |f(x)l| = f+(x) — f-(x). 


6.2.4. Un teorema del límite 


Definición 1. La sucesión de funciones (A a) conver- 
gente en el punto xq sl se conoce un número, N, tal que £ (xp) esté 
definida para n > N y si la sucesión fy +n(Xxp) converge en el sentido 
corriente. 
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Teorema 1. Si las funciones de la sucesión ([f,(%)) son medi- 
bles y están uniformemente acotadas, y si dicha sucesión converge 
c.p.d. hacia f(x), se tiene que f(x) es medible y que 


lim $ f.(0)Jde=3 f(ajdz. 


Demostración. Para cada m podemos encontrar un complemento 
de región, M,, , tal que mM,, >1-—27 "1 y que lím f, (x) exista 
en todo punto de M,,; además, M,, contendrá un complemento de 
- región situado, S,,, de medida > 1—27— 7. Para todo punto de S 
podremos encontrar un número N(x), tal que f,(x) esté definida 
para n > N(x) y que |f(x)- f, (x)!| <2—M para n> N(x); teniendo en 
cuenta 5.2.1, Teor. 1, y el teorema del abanico será posible 
encontrar un valor máximo de N(x), al que llamaremos, por 
ejemplo, N, ; y de ahí que, si n > N,, resulte que f,, (x) está definida 
y que |f(x) — f, (x)l < 2: para todo x de S,, . Voy asuponer en todo lo 
que sigue quen > N,. 

Sy: es el complemento de una región, B,,. Supongamos que f,,(x) 
sea medible por [V not y [Anp), y hagamos Cjm”= Anm Y Bm» así 
como Km =E— Cam 5 tendremos que mC, , < 2 mM +!- 

Parax € Vimh O Kpm tenemos If(x) — f(x)! < 277, y además 


(1) (h—1)27"-1-—2-=m > f(a2) > (h+1)27"-1.2-m, 
luego podemos encontrar un número, k, tal que 
(2) (— 1)22+2 + (1) + (k+1)227"+2- 
en este caso tendremos 


(3) A e E 


lo cual demuestra que f(x) es medible por (V um) y (Com), siendo n 
función de m. 


A partir de la desigualdad (8) de la demostración de 6.2.1, Teor. 
1, inferimos que 


(4) IS Hajdx—27"+2 S kEmV ,,,,] <(4M 5-5)2-7"+8 y que 
(5) SF, (ode 22"1 Y hm ma] < (4 M + 5)27"; 
partiendo de (3) deducimos | 
(6) [229+2 S m0 py 271 Y mV a] >> E 
E OA 
y en virtud de (4), (5) y (6) vemos que 


(7) 1 Hd 1,(a)de] <(36M + 47)2-". 


Como esta relación se cumple para todo n > N(m), hemos. demos- 
trado el teorema. | | 
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6.3. Las especies puntuales medibles 


6.3.1. Conceptos fundamentales 


Definición 1. La función característica, fo(x), de una especie 
puntual, Q, se define como sigue: 


fola)=1 si xeQ; folr)=0 si  ¿Q. 


Definición 2. Q es medible si fy (x) es medible, y la medida de Q 
es mQ =$ fo (x)dx. 


Teorema 1. La definición 2 equivale a la siguiente: 

Q es medible si, para todo n, pueden encontrarse un dominio 
elemental, V,,, y una región medible, 4,,, tales que m4, < 27" y 
QN(E-A,)= V, N(E— A,); entonces, mOQ=lím mV, [L.E.J. 


n” > o 
Brouwer 1919A, p. 29]. En este caso decimos que Q es medible por 
o y LA.) : j 


Demostración. (1) Si fo(x) es medible por (W.,,) y (4,), Q será 
medible por (Wir, 90913 y An): 


(II) Si Q es medible por (V,,; y (4,), se tendrá que f¡y(x) es 
medible por (W.,,) y [4,), siendo W, 22 +1 = y, W.oF=E= V, y 
vacios los otros W,, y. 


Teorema 2. Si Q es medible, QU (E— Q) es una especie casi 
llena. 


Demostración. Sea Q medible por AV, y (4,), tenemos, 
E — A, = M,- Supongamos que A, contenga la frontera de V,,; 
entonces, (QU(E—OQ)N M, = (V, VU (E-— V, ))N M,, = M,, , luego 
M, <QU (EQ) 


6.3.2. Las condiciones de medibilidad 


Teorema 1. Si OQ es medible, E— Q es medible y m((E — Q) = 
= 1 —mQT[L.E.J]. Brouwer 1919A, p. 30]. 


Demostración. Como en la demostración anterior, encon- 
traremos un M,, tal que QU(E-—0Q)2 M, y que mM, >1-—2-*: 
entonces, para todo n, fy(x) + fg-g(x)=1 en M,; y de ahí que 
fo(x) + fe- y (<)= 1 casi por doquier. En consecuencia, 


JS falajdx+5 f¿ o(x)do=f dr=1. 
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Corolario. Si Q es medible, E-— (E —Q) es también medible y 
tiene la misma medida que aquélla, lo cual es muy cómodo, ya que 
a menudo nos permite no hacer caso de la doble negación en la 
teoría de la medida. 


Teorema 2. Toda especie medible, Q, contiene para todo n un 
complemento de región medible y situado, S,,, de medida mayor 
que mQ — 2 *"- | 

Demostración. Sea Q medible por (V,,) y [4,), y sea E — A, = M,. 
Podemos encontrar un k=k(n)> n + 1 tal que im V,¿mQ| <2=n —2; y 
también será mM, < 1 -—2- 1-2. En virtud de 6.1.2, Teor. 1, 


mV, mM, > 14 mM, 0 V.); 
mM, O V,) <mV, + mM, -—1>mQ-27*-24]--2-n-2_]= 
=mQ —27*-1, 0 


El complemento de región Mz N V, contiene un complemento de 
región situado, S,, tal que mS, >m(M, N V,)-—2-—*-1; luego 
mS, >mQ—27*. Y como Mz N V; =QN V, <Q, el teorema queda 
demostrado. 


Teorema 3. Una condición necesaria y suficiente para que la 
especie puntual Q sea casi llena es que sea medible y que mQ = 1. 
: Xx 


Demostración. (1) La condición es necesaria, ya que si Q es 
casi llena, fo (x) está definida c.p.d., de modo que, por 6.2.2, Teor, 
l, fo(x) es medible, y fp (x) = 1 c.p.d., por lo cual mQ = 1. 

(II) La condición es suficiente en virtud del teorema precedente. 


Teorema 4. Una condición necesaria y suficiente para que la especie 


puntual Q sea medible es que QU (E — Q) sea una especie puntual 
casi llena. 


Demostración. (I) La condición es necesaria por 6.3.1, Teor. 2. 


(II) La condición es suficiente: como (1) en la demostración 
anterior. 


Teorema 5. Toda subespecie desgajable, R, de una especie 
medible, Q, es medible [B. van Rootselaar 1954, p. 5]. 


Demostración. Q U (E — Q) E RU (E e pues todo ele- 
mento de Q pertenece o bienaRoaE—R,yE-—0Q€E-R. 
Por lo tanto, dado que QU(E£-— Q) es casi llena, RU (E-— R) es 
también casi llena, y R es medible. 


Corolario. Si QU (E — Q) es medible, Q es medible. 
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Teorema 6. Si Q y R son medibles y RC Q,se tiene mQ = mR + 
+ m(Q — R). 


Demostración. En la especie casi llena 
(Qu (E-Q)nN (RU (E — R)) 


están definidas las funciones características fo (x), fe. (x) y fo —R [(x); 
lo cual demuestra el teorema. 


Teorema 7. Si Q y R son especies puntuales medibles y geométri- 
camente congruentes, mQ = mi. 


Demostración. E-—- Q = E—R, luego 1 —mQ= 1 — mk. 


6.3.3. La untón y la intersección de especies puntuales medibles 


Teorema 1. Si Q y R son especies puntuales medibles, Q N R 
y QUR son asimismo medibles. Además, m(Q U R)P mQ + mR; y 
si Q y R son disjuntas, m(Q U R)= mQ + mR [L.E.]J. Brouwer 1919A, 
p. 32]. 


Demostración. En la especie casi llena 
(QU (E— Q)U (RU (E —R) están definidas fo0 2 (x) y four (x), y 
en dicha especie tenemos 
fone (%) =fo(x) f(x) y four(x)» fo(x) + fa (x); en el caso de 
que Q y R sean disjuntas, ori (x) = o: da) + fp (x). 


Teorema 2. Si (O, jes una sucesión de especies puntuales medibles 
(siendo T, =U Q, y Mm, = mT,) y si es que existe el lim m, =m, la 
00 


especie T,, =U Q, es medible y mT,, = m [L.E.]. Brouwer 1919A, 
p. 331 ds 


Demostración. En virtud de 6.3.1, Teor. 2, podemos encontrar 
para toda Q,, una región medible, B,,, tal que mB, < 27 *=R y que 


Q, V(E—0Q,)>E-—B,. Hagamos ahora B= Y B,,, por lo cual 
mB < 2-h, A continuación determinamos los números n,, n,, ...de tal 
modo que m — M,] < 2-2 m— mp2< 2. 2-3, etc., después en- 
contramos las regiones medibles C¡, C> ».- tales que ma < Do 


que E- C¡€ E- (Gn; , — Gn;). Hagamos C= 0 C;, con lo que 


1=] , 
mC< 27%, y asimismo D= BU C, con lo que mD< 2-**1. Supon- 
gamos que x sea un punto cualquiera de E-— D; tendremos 
x€E-—B, para todo n por lo cual x£Q, 0 x€E-—Q,; y en 
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consecuencia, será x E T,¡ 6 xEE—T,¡. Además, si x€ T',, , se 
tendrá x € T.... 


Supóngase que x€ E —T, |; como x € E— C,, x no pertenecerá 
a En — En 1» de modo que x € E-— E,,». 

De modo análogo, dado x € E — C,, tenemos x € E— T,,3, y así 
sucesivamente. De ello se sigue que x €B—T,,. Así pues, hemos 
demostrado que un punto cualquiera de E— D o bien pertenece a 
Toa E£-—T,,;, por lo tanto, fy,, está definida en E—D. Además, 
tenemos que, en E — D, lím fr, = fr; de lo cual se sigue el teorema 
en virtud de 6.2.4. 1-00 


Teorema 3. Si (Q,) es una sucesión de especies puntuales 


medibles, siendo R, = 50, y mR, = my, y existe el lim m, =m, 
la especie R,, = A Q, es medible y mR,,=m [L.E.J. Brouwer 1919 A, 
p 331. ds | 


La demostración es casi palabra por palabra la misma que la del 
teorema precedente. 


. Teorema 4. Toda región y todo complemento de región que sea 
medible es asimimo una especie puntual medible (tal y como se han 
definido éstas en 6.3.1); y las dos medidas son iguales (L.E.)J. 
Brouwer 1919A, p. 30] 


Demostración. Para las regiones, es consecuencia inmediata del 
teorema 2; para los complementos de región, se sigue de 6.3.2, Teor. 


Teorema 5. Si f(x) es una función medible acotada, definida en la 
especie puntual Q, y si p es un número natural cualquiera, podemos 
encontrar unas especies puntuales medibles disjuntas, Qon (siendo 

A A Rp)» tales que 2 MA py =1 y que 

A en Qp (40), y 

749 < fe) < 2-91 en Qu NA. 
Demostración, Sea f(x) medible por (Vr) y (An) ; hagamos 
Ma, = E An Y Nun = Ma O Vun» y ordenemos los N,, (siendo 
n = p) de acuerdo con la regla siguiente: N,, , precederá a N,, ¿si,o bien 
n <m, on = m, y además h < :. Sea R,, y, la especie de los puntos 
de N,, que no pertenezcan a ninguno de los complementos de 
región que precedan a N,, en dicha sucesión, y dividamos ahora 
la sucesión de las R,, en sucesiones parciales, empezando por 
No — lps... No kp» Yespectivamente, del modo que sigue: R,; 
pertenecerá a la sucesión parcial que empiece por N,, si h es el 
número más pequeño tal que 


Medida e integración 95 


(h— 1)27=1< (1 1)27%71<(1+1)27%71<S (h4 1)277=1, 


Sea Q, h la unión de las especies de la sucesión que empiecen por 


Npp3 entonces, las Q, _ ip»---, Qro kp tendrán las propiedades 
búscadas. 


Observación. Brouwer [L.E.J. Brouwer 1923, p. 9] demuestra que 
las Q,, Pueden considerarse especies limitantes exteriores; pero no 
voy a introducir aquí este concepto. 


6.4. La integral como medida de las especies puntuales 


A partir de ahora aparecerán especies puntuales tridimensionales, 
además de las planas; con objeto de evitar confusiones, denotaremos 
las tridimensionales mediante letras góticas mayúsculas. 


Teorema 1. Sea f(x) una función acotada que esté definida en 
una subespecie, S, de E, y sean ¿, y Y las especies puntuales en el 
espacio de coordenadas, (P1, P2,P3), tales que (p,, pz, 0) ES y que 
0 > p3 > flb1,P2) y 0 <p E FlP1, P2), respectivamente; entonces, 

a) f(x)es medible si y sólo si T, y TY¿ son especies puntuales 
tridimensionales medibles; 


b) si f(x) es medible, Í flx)idx =m YT, — mZ,. 


Demostración de a), condición suficiente (“si”), Sea |f(x)l < M y 
hagamos que (5 sea el dominio elemental del espacio definido por 
(Pi. P2, 0) €É y Ipzl<M; sea Y, medible por (B,,) y Pla, y 
supongamos que 1 notación se elige de tal modo que mal,, < 2-21 
Aj, queda definida por "una sucesión de dominios elementales, 
Mun.) 5 y elíjase 1 tal que mU,,, ¿>(1—272-5)mY,,,. Entonces, si 


: -29-5 —2n-24- 12 
Dan, =P Minos ES Uni se tiene Mn. a < 2 mA, < 2 


Para cualquiera especie tridimensional, XÉ, y Cualquier unto, 
x= (p,,P>,0), denotemos mediante X [x] la especie de los números 
z tales que (pj, P2> 2) EX; entonces, Bn, [x] y A lpi, [x] 
constarán de un número finito de segmentos. Hagamos que Xy yg 

-q-4 
sea la especie de los puntos x tales que mBy y [x]> 2 "79 y 
que X¡n sea la especie de los puntos x tales que 
mA 1, ¡1 [x] > £ n=4; tendremos que mX;,¿ <27"79 Y que 
mX¡,y <27 "73, con lo que podremos encerral Xing en una región, 
Cimg» de medida < 2” n-4-7, y X,, en una región, C¡n, de 


medida <2- 1-2, Haciendo B¡, = Cinu U Ci na) Será mBin < 
qa=1 00 
<2 "Ly de E> Ba y se tendrá mY¡ , [x]< 2 2-77 974 = 


q=0 
= 9-n-3_ Ahora haremos E — Bin = Mi n- 
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En este momento dividimos E en un conjunto finito de dominios 
elementales, Y yy, tales que, six € Y ,y, 


(2h —1)22-2<mB,, |xl < (2h + 1)2-2-2; 


al combinar esta desigualdad con el resultado anteriormente ob- 
tenido, o sea, el de que si x € M¡, se tiene m A,.[x]<2-*73,y 


con el hecho de que Bi, O(E-A,.) =T, NM (E— Aj) vemos 
que para x € Y yn O Mi n> 


(A—1)22%=2 > f(2) + (h+1)2-%-1; 


para h = O esta desigualdad es válida en todos los puntos en los que 
f(x) esté definida y sea f(x) < O. 

Hemos demostrado que f+(x) es medible por (Y ny y UBinj 5 y 
de la misma manera, partiendo de T¿ , podremos demostrar que 
f-(x) es medible. Luego, por 6.2.3, Teor. 1, f(x) es medible. 


Demostración de a), condición necesaria (“sólo si”). Sin pér- 
dida de generalidad podemos suponer que f(x) está acotada por 
1. Sea f(x) medible por (Vaj y (4,) , y hagamos que Bn sea 
la tira de aproximación n-ésima, que  B, sea la región tridimen- 
sional de los puntos, (p1, P2, f'3 ), tales que (p,, P2, 0), EAz, 
y que (E, sea la especie de los puntos en el espacio tal que 
27" <Xp3< 27"; entonces, D,=WB,UB,UE, *s medi— 
ble y mD,<27"+2* ; además, se puede encerrar fácilmente D, en 
una región, Yn, tales que mi, <27"+3. Fijémonos en el conjunto 
finito de bloques rectangulares, U,,, formado por los puntos, 
(01, P2, P:3), tales que, para algún  h, (pi, 7, 0)€ V,n (siendo 
h>0) y 0+p3 + h2-"-1. así como en el conjunto, U,, , que 
contenga los puntos tales que, para algún Ah, tengamos 
(P1, P2,0)€ Van (siendo hÁ< 0) y 0% pz <h2-n-1, Tenemos que 
Y, es medible por (U,nj y (F,)» y que XT, es medible por (U,,) y 
(Snj- 


Demostración de b). Se sigue inmediatamente de 


mU,, —mM,,, = a e”. y hm UBA 
al pasar al límite. j 
Como aplicación vamos a demostrar el 


Teorema 2. Si f(x) y g(x) son funciones medibles y acotadas, 
máx (f (x), g(x)) y min (f(x), g(x)) son también funciones me- 


dibles. 


Demostración. Hagamos máx (f(x), g(x))=»(x), y mín 
Ulx), g(x)) = k(x); y definiremos T,¿(F) (siendo ¿ =1,2,yF=f, g, 
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h, k) de la misma forma que habíamos definido TY, y YT, en el 
Teor. .1; tendremos 


T,(2) =T (1) VU Tilg). — TalM)=TAf) M Taly). 
Ek) =T, (1) O Trlg). Tak) =Tf) U Ta(g). 
Tf) y Ti(g) son medibles; luego, en virtud de 6.3.3, Teor. 1, 


también lo son T,(A) y T,¡(k) . De aquí se sigue que h(x) y k(x) son 
medibles. 


Observación. Este teorema puede también demostrarse valiéndose 
del método de las compleciones (véase 6.2.2). 
6.5. Las funciones no acotadas 

6.5.1. Las funciones medibles no acotadas 

Es posible ampliar inmediatamente a las funciones no acotadas la 
definición y muchas de las propiedades de las funciones medibles 
acotadas. Voy a repetirlas ahora para comodidad del lector. 

Definición 1. Una función, f, definida en una subespecie Q, de E, 


es medible si, para todo número natural, n, se cumplen las siguientes 
condiciones: 


() está dada una región plana medible, A, , con : MA, < 2-*; 
089) E está simplemente cubierto por los dominios elementales 
Vean (siendo h =—l,,, «.., —1, 0, 1, ..., Rp); 
(11) si M, = E — A,, se tienen . 


a) parax€ V,, y NM, yh*O0, 
(h— 1)2"=1 > fa)"> (h + 1)2- 2-1; 
b) para x€QN V, ¿NM 


n 


A o! > f(x) > 9ontA, 
Teorema 1. Una función que esté definida casi por doquier es 
medible [B. van Rootselaar 1954, p. 7] 
Demostración. Véase 6.2.2, Teor. 1. 


Teorema 2. La función f es medible si y sólo si existe una 
compleción suya. 


Demostración. Véase 6.2.2., Teors. 2 y 4. 


Teorema 3. Si las funciones medibles f y g tienen el mismo 
dominio, o si ambas están definidas c.p.d., f + g es medible. 


Demostración. Véase 6.2.3, Teor. 1. 
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Teorema 4. Si f y g son funciones medibles, su producto es una 
función medible. 


Demostración. Véase 6.2.3, Teor. 2. 


Van Rootselaar [1956] ha dado otra demostración de los Teors. 3 
y 4. 


Teorema 5. Si f y g son funciones medibles y están definidas en 
el mismo dominio, máx (f, g) y mín (f, g) son funciones medibles. 


Demostración. Si fy y gy son compleciones, respectivamente, de f 
y g, se tiene que máx (fo, 24) es una compleción de máx (f, g) y que 
mín (fo, £p) es una compleción de mín (f, g) 


Corolario. Si f es una función medible, dd y f7 son funciones 
medibles y |f| es también una función medible. ' 


Teorema 6. Si las funciones de la sucesión (fh) son medibles y si 
la sucesión (fn(x)) converge c.p.d. hacia f(x), se tiene que f es una 
función medible | 


Demostración. Véase la primera parte de la demostración de 
6.2.4, Teor. 1. 


Definición 2. Para cualquier función, f, denotaremos mín (f(x), 
2») mediante ¿ f(x). 


Teorema 7. Una función no negativa, f, es medible si y sólo si 
f(x) es medible para todo número natural k. 


Demostración. La parte referente a la condición necesaria (“sólo 
si””) es consecuencia inmediata del Teor. 5. Para demostrar la parte 
de la condición suficiente (“si”), supongamos que ,f sea medible 
por (Vina) yíAxrnj, y que cada Az, contenga las fronteras de los 

knh ¡SOrresp ondientes. Hagamos E-—Ax, = Mn; entonces, 
Wen =n>c(Vienn NO Mn) es un complemento de región. De ahora 
en adelante, k será un número natural fijo. En virtud de 6.2.1, Teor. 
2, W¿y contiene un complemento de región situado, S,,, tal que 
mS,> MWx, — 27"; f y f están definidas por doquier en S,,; y en 
virtud de 5.2.1, Teor. 4, f está acotada en S,,: por ejemplo, 
fx) < 2 enS,, . Si denotamos S, U(Vi,o A Mpn) por K, resulta 
que K, es un complemento de región con las siguientes propiedades: 


(1) mK,p>1-—2-9+1 
(1) xEeK,> f(x)< 21. 


Por hipótesis, ¡f es medible por (Vima) y (41m) ; lo cual quiere 
decir que 
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x € Vino O Mm nNqA = O > f(x) 


(siendo Q el dominio de f). 


2) > (h+1)2-=, 
> 2 


Dn 


Estas desigualdades continúan siendo válidas si M,, se substituye 
por M¡, N Ky =8H ¡n. En efecto, mA, > 1 — 27 n+2; y como en H 
se tiene f(x) = ¡f(x), tendremos 

E Vinn  Hin E h>0 => (h-—1)2-*. > fx) > (h + 1322, 
x € Vino N HinN Q > 0 > f(1) > 27, 
así pues, considerando / como función de n, vemos que f es medible 
por (Vinn) y (Dim), siendo A,, = E-D,),. 


in 


6.5.2. Las funciones sumables 


Definición. Una función medible, f(x), es sumable si existe 
lím $ ,fHujde+ lim $ fluldz ; 
k—>00 l>00 


y este límite es S f(x)dx. 


Teorema 1. Si f y g tienen el mismo dominio, /(x) es sumable y 
g(x) es medible, y asimismo 0> g(x)>f(x), se tiene que g(x) es 
sumable. 


Demostración. Supongamos que gl(x) > f(x) sea verdadera en la 
especie puntual casi llena Q. La desigualdad 

(1) mín (g(x), 2£+mM) — mín (g(x), 2) > mín (f(x), 2*+mM) — mín 
(f(x), 2) es evidente para los puntos, x, de Q en los que 

(2) o bien g(x) < 2k, ó g(x)< 2*; 
por lo tanto, si para algún x de Q fuese falsa (1), x no podría 
satisfacer la condición (2); pero esto es una contradicción. 

Finalmente, si (1) no puede ser falsa es que es verdadera. Y a 
partir de (1) inferimos que | 


Dringlada—Syglalda > $ sonflolda—G f(alda, 
de donde se sigue que existe el lím f ¿g(x)dx. 
k->00 


Teorema 2. Si f(x) y g(x) son funciones sumables con el mismo 
dominio, f(x) + g(x) es sumable y 


S (Hx)+9(2))dx=5 fíajda+ $ g(a)ldx. 
Daremos la demostración mediante tres lemas. 


Lema 1. El Teor. 2 es verdadero para funciones f(x) y g(x) no 
negativas. 
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Demostración. Hagamos f(x) + g(x)= h(x); entonces, h(x) será 
medible en virtud de 6.5.1, Teor. 3. Tendremos 


all 9(2) + ¿hlo) > fo) + ala). 


pasando ahora al límite, vemos que / h(x)dx existe y es igual a 


S flocidx + Sg(x)dx. 


Lema 2. Si f(x) y g(x) son funciones sumables, definidas en el 
mismo dominio y tales que 0 > g(x) > f(x), también f(x) — g(x) es 
sumable. 


Demostración. En virtud de 6.5.1, Teor. 3, f— g es medible; 


además, 07» f (x)— g(x) > f(x), de modo que f— g será sumable 
por el Teor. 1. 


Lema 3. Si f(x) y g(x) son funciones sumables no negativas con 
el mismo dominio, f(x) — g(x) es sumable. 


Demostración. Si f(x) — g(x) = h(x), se tienen 


h+(x)= máx (f(x), g(%)) —g(x), 
—h(x) =g(x) — mín (f(x), g(x)). 


Como 0>g(x)p» máx (f(x), g(x)) > fs (x) + g(x) y 0P mín 
(f(x), g(x)) > g(x), vemos que, en virtud de 6.5.1, Teor. 5, 6.5.2, 
Teor. 1, y el lema 2, A(x) es sumable. 


Demostración del teorema 2. 


fx) +92) =(f+(x) +9+Hx)) —(—f-(2) —g (2) 


es sumable en virtud de los lemas 1 y 3. 


Teorema 3. Si f y g tienen el mismo dominio, f(x) es medible y 
e(x) es sumable; y si |f(x)l < g(x), se tiene que f(x) es sumable. 


Demostración. Se cumplen 0 > f+ (x) > 1f(x)l y 
0 —f-(x) > |f(x)l; de ello se sigue que 
0> f+(x) < g(x) y que 0> —-(x) < g(x). 
Teniendo en cuenta el Teor. 1, resulta que f+(x) y F$-(x) son 


sumables; y como f(x)= F+(x) — (—f-(x)), el lema 3 nos da el 
resultado buscado. 
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Teorema 4. Si f, (x) es sumable para todo n y lím fn(x)= Ax) 
uniformemente, f(x) es sumable y lím ff, (x)dx = / A)ax. | 


Demostración. Para valores suficientemente grandes de n, 


[Alx) — f, (0)! < €, luego por el Teor. 3, f(x) — f(x) 
es sumable; y por el Teor. 2 también es sumable f(x). 


Teorema 5. Si f(x) es sumable y g(x) está acotada y-es medible, 
h(x) = f(x)g(x) es sumable. 


Demostración. Supóngase que |g(x)l < s; entonces, ¿f(x)g(x) será 
medible para todo k de modo que h(x) será medible. 

Hagamos primeramente que sean f(x) < 0 y g(x) 40. Si f(x) es 
sumable, sf(x) lo será también, por lo que sólo tenemos que 
ocuparnos del caso en que sea g(x)< 1; vemos después claramente 
que, para 1 > k, 


pa 


mín (fg, 2) —mín (f9, 2) > mín (f, 2) —mín (f, 2%). 
S híxjdx —S ¡híxidx > fíujdz —$ fíujdz. 


lo cual demuestra que A(x) es sumable. 
En el caso general tendremos 


ha) =/Hx)gwHx) + 0)g (0), 
h(e)=f+Ha)go(e)+/pHajgrz); 


por consiguiente, h+(x) y h—(x) son sumables. 


6.5.3. Las funciones sumables en una especie puntual 


Definición 1. La función f(x) es medible en la especie G si 
Axl (e) es medible. 

La función f(x) es sumable en G si f(x)fG(x) es sumable; y en 
este caso, 


So Hajda=J5, Ha)folajdz 


Teorema 1. Una funcion medible lo es en toda especie medible, 
G; una función sumable lo es en toda especie medible, G. 


Demostración. (1) Si f(x) está acotada, f(x)f¿(x) es medible en 
virtud de 6.2.3, Teor. 2. 
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(II) Si f(x) no está acotada, ¿f(x)f¿G (x) es medible para todo k, en 
virtud de (1). - | | | | | 
: (11) Por el teorema inmediatamente anterior, fíx)f¿(x) es 
sumable. | 


Definición 2. 5? flx)dx = 56 flx«) dx, siendo G el intervalo (a, b). 
Teorema 2. Si f(x) es sumable, 


a ISa f()dx| =0 uniformemente. 


Demostración. (1) Si f(x) está acotada, 
Ug fe)jdx! > (máx |f(x)1)mG 


(19) En el caso general determinamos k de suerte que 


SelfH(x)—,f+(x))dx<27"=2 y que 
Sale) —f-(2))de < 2-02, 


para mG < 2-1-Kk-2 tendremos 
ISaflalda] > Sa fHxjdx + fa $ (xjdx + 
+Salfx)—1f+x))dx + Salix) — f(x) dx > 
+ 22m + 2mG + 27-24 29-222", 
Observación. Van Rootselaar [B. van Rootselaar 1954, p. 16] ha 


dado otra definición de /¿f(x)dx, que tal vez sea más general que la 
presentada aquí. 


6.5.4. Teoremas de límites 


Teorema 1. Si.la sucesión de funciones no negativas, (fa(x)4, 
satisface las condiciones 


| e toda f,, es sumable, 
(0 Ín+1 kx) <= f, (2), 
(01) el límite Lim f(x) = f(x) existe por doquier, y 


(IV) lím Sfg fa (o dx existe, 
se tiene que f(x) es sumable y que 


SzHuJdx= lím $1, (x)dx. 


Demostración. Tenemos lím f,(x)dx= lím lím ¿f,(x)dx; y 
n-—>00 nN=>0 —k=>00 
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como Skfn (x)dx es no decreciente al crecer n y k, podemos invertir 
el orden de los límites, con lo que se obtiene 


lím lím f,f,(x)dx. 


k—>00 R—>00 


Por otra parte, la sucesión if (7)) satisface las condiciones de 6.2.4, 
_Teor. 1, de modo que 


Lim f f.(0)da=5 fíajda, 
lo cual demuestra el teorema. 


. CLAS. ¿Es válido intuicionísticamente ese teorema sobre la inver- 
sión del orden de los límites en una serie doble? 
IN. — Sí, y les propongo como ejercicio su demostración. 


Teorema 2. (Teorema de Egorof [B. van Rootselaar 1954, p. 
10].) Si todas las funciones de la sucesión (f,) están definidas en la 
especie medible Q, y si lím f, (o) = f(x) existe c.p.d. en Q, se tiene 


que, para todo m es ponble encontrar una subespecie. medible, 


On» de .Q tal que mQ — mQ,, <27" y que E f(x) = f(x) 


uniformemente en Oia 


Demostración. Sea Qy la especie de medida mQ, = mQ, en la que 
lím f,(x«)= f(x). Vamos a elegir para Q,, un complemento de 


región situado y medible, cuya medida sea mayor que mQ —2— M 

. que esté contenido en Qp (6.3.2, Teor. 2, y 5.1.2, Teor. 2). 
Entonces, Q,,, coincide con un abanico puntual, D (5.2. L., Teor. 1), 
y todo élemento, x, de D lleva asociado un número natural, N(x 
tal que 


[f, (2) —f(x)] < 9-» para n>N(z). 


El teorema del abanico nos certifica que es posible encontrar un 
número natural, B, tal que N(x) dependa únicamente de los B 
primeros componentes de la spi x; de donde se sigue que se puede 
calcular un valor máximo, Ny, de N (x); luego 


IF. (0) — flo)l < 9- p para todo n > Ny 
| y todo x de Q,.. 
6.6. El espacio de Hilbert 


Voy a demostrar es las funciones, Ax) que estén definidas 
a: pao A. Y tales que f?(x) sea sumable forman un espacio de Hilbert, 


104 Introducción al Intuicionismo 


Es posible definir un espacio real de Hilbert de varios modos; de 
ellos, los dos siguientes son pertinentes ahora: 


(I) la definición constructiva como género de sucesiones (positiva- 
mente) convergentes de números reales en el que el producto 
interno se defina como es corriente hacerlo; 

(II) la definición axiomática llevada a cabo por los axiomas de 
von: Neumann (J. von Neumann 1929, pp. 64-6], [M.H. Stone 1932, 
p. 3]. | 
Puede demostrarse que estas dos definiciones son intuicionísticamen- 
te equivalentes si se modifican ligeramente los axiomas de la forma 
que indicamos a continuación. 


(Por mor de la brevedad, llamaremos vectores a los elementos del 
espacio de Hilbert, H.) 


Axtomas para el espacio de Hilbert. 


Axtomas I. Los axiomas usuales para el espacio real lineal, 


Axiomas II. Los axiomas usuales para el producto interno, entre 
ellos: 


lla (x,x) < 0; 
IIb si (x, x) = 0, se tiene x = 0. 


(El elemento nulo se denota, simplemente, por 0.) 
Además se introduce una relación de separación mediante la 


Definición 1. x está separado de O (x + 0) si (x, x) H 0; 
x está separado de y (x*% y) six — y F0. 


Definición 2. Los vectores x!, ..., x* son libres unos con respecto 
a otros si, para todo conjunto de k números reales, a,,.., az, tales 
que a; % O para al menos un valor de 1, se tiene 


ayxl +... + agxk $0. 


Axioma III. Para todo k podemos encontrar k vectores libres 
unos con respecto a otros. i 


Axioma IV. (Axioma de separabilidad en su versión fuerte). 
Existe una sucesión, S=(e") de vectores tales que toda subsucesión 


finita de S es libre y que el género de las combinaciones lineales 
finitas de los vectores de S es denso en H. 


Axtoma V: el axioma de completitud en su forma usual. 
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Observación. El axioma IIT es consecuencia del IV. 
Con objeto de formular el teorema que hemos anunciado necesita- 
mos las definiciones que siguen. 


Definición 3. f(x) = 0 significa que f(x)= 0 c.p.d. f(x) es equiva- 
lente a g(x) —que se escribe f(x) = g(x)— si f(x) — g(x) = 0. Llamare- 
mos metafunción al género de las funciones que sean equivalentes a 
una función dada. 

En el presente apartado, f(x) significa unas veces una función, y 
otras la metafunción de la que la función f(x) sea miembro. 


Teorema 1. El género, B?, de las metafunciones f(x) tales que la 
función f(x) esté definida c.p.d. y que f(x) sea sumable se 
convierte en un espacio de Hilbert si f(x), g(x)) se define como 
expresión denotadora-de / f(x)g(x)dx. 


Demostración. De los axiomas I y IL, sólo es preciso demostrar 
IIb. 


Tenemos que demostrar que (f, f)= 0 implica f= 0. Hagamos 
h(x),= f? (x); entonces, ¿f(x) es medible y ¿h(x)dx= 0. Sea ¿h(x) 
de por AV) y ([4,) 5 y Supongamos además que 


m(U V,,)>2* : haciendo M,= hal V mn— An, se tiene que mM, >0. 
h>1 


Definamos ahora o en M, y g(x)=0 en E-—M,.; 
entonces, 


f g(xidx > f fa)dx=0 e 
f glejdx > 2=*1mM, > 0. 


Así pues, la suposición de que E o Vi) >27" ha llevado a una 
contradicción, por lo cual | 


m(U Ver) 3p 27, 
h>1 


Encerremos ahora VU V,, en una región, B,,, de medida < 9on+1; 
h>1 


haciendo C, = A, UY B,,, tendremos que mC,, < 2142 yenE-—C, 


tendremos que f(x)<27=". Hagamos D,= Ú er - entonces, 
k=0n 

mD, < 2-1 +3, Estableciendo N, = E — D,,, resulta que en N,, tene- 

mos (x) < 2 2 m-Pp para todo p, de modo que f(x) = 0. Resulta, 

pues, que U N, es una especie de medida 1 en la que f(x) = 

: k=n 


También se satisfacen los axiomas III y IV; la demostración de 
este hecho es idéntica a su demostración clásica. 


Demostración del axioma V (o teorema de Riesz-Fischer). 
Lo voy a formular como sigue: 


106 Introducción al Intuicionismo 


Teorema 2. Sea f, una sucesión de funciones en B? tales que 
(fm —fn)? dx tienda a O si m y n tienden a infinito. Entonces existe 
una función, f, en B? tal que lím /S(f—f,)?dx=0 [ A. Heyting 
1951]. | n00 


La demostración sigue de cerca a la de von Neumann. 
Primeramente determinamos los enteros, N, , tales que 


Tfn H,YPdx<2"*param, n > N,, 


Con objeto de abreviar, hagamos gg, = ón, +1 IN 0! y 
h,(x)= mín (gp(x), 1). Valiéndonos del método de 6.3.3, Teor. 5, 
determinamos las especies medibles disjuntas, Q,z (siendo 
h =0, ..., s), tales que Y mQ,,=1 y que 

h 


(h=1)271<h,(a)<(h+1)279-1 en Q,, (h%0), y 


=2"=Z<H (1) <279=1 en Qu NQ; 


definamos ahora Y =R U = S,; entonces, 
Gpo Y Qpi = Rp y e Oon = Sp 
2739 > | hídx= Sy, hídx+ $3, hide < 2729-2m8,, 


por lo cual mSp < 9-p+2 y mRo >= 2-PT2, Haciendo 


NR, = T, se tiene mT, > 1-—2-9+3, y si, finalmente, 
p=4 


2 T,=T,, se tiene que mT, = 1. 


La sucesión [fy,) converge en 7y hacia una función, f, convergen- 
cla que es uniforme en cualquier T¿: 


SUm—Íw,? de + $ (fm—fy,?dx<e pára m, N,>N(e), e 
Ta E 


(A) S(fn—fPdx +. para m>N(e). 
Ta j 


El resultado que buscamos se obtiene pasando al límite para q > oo. 
Clásicamente puede hacerse esto sin más que observar que el 
primer miembro de (A) forma para q = 1,2,... una sucesión monó- 
tona acotada; pero intuicionísticamente es preciso demostrar la 
existencia del límite mediante un cálculo directo. Para hacerlo 
demostraremos primero un lema. 


Lema. Si 


1. toda función de la sucesión [f,(x)) es medible, 
2. $ fílx)dx existe para todo n, y 
3. f(x) converge uniformemente hacia f(x) cuando n > 00, 


f* (x) es sumable y lím Sf(x)dx= 5 f (x)dx. 


R-—>00 
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Demostración. En virtud de 6.5.2, Teor. 4, f(x ) es sumable, y 
también lo es |f(x)l. Hagamos que € sea un número positivo 
arbitrariamente pequeño y que a es posible 
encontrar un número, N, tal que 


ORD 
le) —f, (2) <y para n>N; 
entonces, 
|fm (o) — fa (2)| < 2 |f. (2) + f.(x)| < 
( <4n(|Hx) +9) para m,n>N, y 
N( (21 1) f?(x)) )aa| << Sí DAS 


De lo cual se sigue que NN SP x)d4= =S existe. 
Elegiremos un valor fijo dé n > N tal que 


(1) | If flajdx—S|<e/3; 


lo mismo que antes encontramos que 
AP) —fata)| <2m (lH)] +7), 
luego, a fortiori 


Pl) —fa(2)] <2m (l/(x)1 +0), y 
(2) IS Prjdz—S falla] < 29 S(Hx)] + Ddx=e/3; 


y además, en virtud de la definición de 6.5.2 podemos determinar 
un K tal que 


(8) | Atde—S Jitalda]<e/3parak>K. 


Teniendo en cuenta (1), (2) y (3) vemos que 
[f,f(2)dx—S|<e para k>XK; 


así pues, S f?(x)dx = S 

Continúo ahora con la O del Teor. 2. 

Para abreviar, hagamos Ín y (<) = Fo(x). A partir de la desigualdad 
de Schwartz se siguen (siendo q > py 


PRESTON TA 
1 Fitojdz— y! Filejda] + yS (P,(2) — F(2)*dx<2-"; 
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por lo tanto, existe el e VS F2(x)dx, y como consecuencia también 
existe el Ad $ Flulajdx Haremos 21 $ Fi(xidx=S. (Obsérvese que la 
desigualdad (1) continúa mp icadod cuando las integrales se 


toman sobre una Ty arbitraria.) Para el caso en que r> rg, 
tendremos 


S Fixdr<S+1 y yf F?(xjdx< y(S+1)= A, y además 
Tx Tk 
Jl y FUx)idx — J EreIda <2427—? para q> P> o; 


al converger uniformemente F, (x) hacia f(x) en T, cuando q > 00, 
podremos pasar al límite (6.5.2, Teor. 4), o sea, tendremos: 


(2) |5 Paejdo—5 flode| <A2-9+2 para p>ry; 
Tk Tk 


por otra parte, por ser mTy = 1 y lím f F?*(x)dr=8, se tiene 
p-—>00 


(3) |f F2(x)dxe—S|<27*-? para p>r,(n), 
To 
y en virtud de 6.5.3, Teor. 2. 
(4) S Fi(xidx<2-*-2 para k>r,(n, p). 
To—Tk 


Una vez dado n, elegimos p de tal modo que p>ro, p > r,(n) y 
A2-P +1 <2-n-2; entonces, debido a (2), (3) y (4), | 


M P(x)dx—S|<2=8" para k>ry(n), 


con lo cual lím 7 Plajdx=8, o sea, más explícitamente, 
k—=>00 Te 


(5) lím lím $ ,f(xidx=S. 


k=00  h-—>00 Tk 


Puesto que J hÍ2 (x)dx es monótona y no disminuye, tanto con 


respecto a k como con respecto a h, valiéndonos de la propiedad ya 
mencionada en la demostración de 6. 5.4, Teor. 1, podemos invertir 
el orden de los límites: 


S= lím límf ¿¡x)dx = lím L ¡x)dx = El Plaldz; 


eS k—=>00 Tk 


además, como ya se ha sialo. eS cenás de esta última 
integral, 


! (f(x) —f, (2))*de 
existe asimismo, y en virtud de 6.5.3, Teor. 2, es igual a 


Lím $ (f(2) —f, (2) *dz. 
k—>00 Tk 
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Por consiguiente, de acuerdo con la fórmula (A), 
S (Ha) —f,(2))dx +> e para m> N(e). 
To 


y como mT; = 1, queda demostrado el teorema. 


6.7. La derivación 


No voy a ocuparme aquí de la teoría de la derivación. Van 
Rootselaar [B. van Rootselaar 1954, p. 33] ha adaptado a los 
requisitos intuicionistas la demostración de los principales teoremas. 


VIL LOGICA 


7.1. Cálculo proposicional 


La palabra “lógica” posee muy distintos significados; no intentaré 
dar -una definición de la lógica intuicionista, como tampoco he 
comenzado este cursillo por una definición de las matemáticas; con 
todo, será conveniente hacer una observación preliminar: nuestra 
logica se refiere solamente a proposiciones matemáticas, y la 
cuestión de si admite alguna aplicación fuera de ellas no nos atañe 
ahora. En el presente capítulo, las letras p, q y r aparecen como 
variables para proposiciones matemáticas, y emplearemos las letras 
góticas P, q. y tr como abreviaciones de proposiciones de esa misma 
índole. No tengo la pretensión de ofrecer un tratamiento formal 
completo de la lógica intuicionista: en el libro de Kleene [S.C. 
Kleene 1952] se encuentra, perfectamente accesible, un sistema 
formal que codifica todas las inferencias lógicas de la matemática 
intuicionista conocidas hasta el momento; y allí hallará también el 
“lector una exposición de las investigaciones metamatemáticas acerca 
de tal sistema. De entre las investigaciones posteriores mencionaré 
los trabajos de E.W. Beth [1956 y 1959], R. Harrop [1956 y 1960], 
K. Schróter [1956 y 1957], G. Kreisel y H. Putnam [1957], J. Porte 
[1958], H. Rasiowa y R. Sikorski [1959], R. Sikorski [1959], T. 
Skolem [1958], S.C. Kleene [1962] y N.N. Vorob'ev [1958]; Kreisel 
[1958 y 1962A] ha formulado el problema de la completitud para la 
lógica intuicionista y ha obtenido importantes resultados al respecto; 
también ha propuesto una teoría formal de las construcciones 
[1962] destinada a servir de base para la matemática intuicionista. 
Aquí sólo les llamaré la atencion sobre ciertas fórmulas que 
expresan métodos interesantes de razonar y les haré ver que tales 
métodos son intuitivamente claros dentro de los dominios de la 
matemática intuicionista. | | 

Será necesario fijar lo más firmemente que sea posible el sig- 
nificado de las conectivas lógicas; cosa que “oy a hacer dando 
condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales pueda aseverarse 
una expresión compleja. 


7.1.1. La interpretación de los signos 


La conjunción, a, no ofrece dificultad alguna: pa q puede ase- 
verarse si y sólo si pueden aseverarse tanto p como q. 
Ya he hablado antes (2.2.5, al final) de la adyunción [“dis- 
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junction”], y ; puede aseverarse p v q si y sólo si es posible aseverar 
al menos una de las proposiciones p y q. 

La negación, 7 , es la negación matemática fuerte de que ya nos 
hemos ocupado (en 2.2.2). Con objeto de proporcionar una acla- 
ración más explícita, recordaremos que toda proposición 
matemática, p , exige siempre una construcción matemática dotada 
de ciertas propiedades, de modo que será posible aseverarla en 
cuanto se haya llevado a cabo dicha construcción: en tal caso, 
decimos que la construcción demuestra la proposición p , y la 
llamamos una demostración de P . Pero asimismo, ¡por mor de la 
brevedad, denotamos con p cualquier construcción a la que apunte 
la proposición fp; entonces, puede aseverarse —p si y sólo si 
poseemos una construcción que, a partir de la suposición de que se 
haya efectuado una construcción Pp, lleve a una contradicción. 


SIG. ¿No es necesario aclarar el concepto de contradicción? 


IN, — Creo que es preciso tomar la contradicción como concepto 
primitivo: parece muy difícil reducirla a nociones más sencillas, y es 
siempre fácil reconocerla como tal: prácticamente en todos los casos 
puede llevársela a la forma 1 =2. Fijémonos, como ejemplo 
sencillo, en la proposición P = (y2 es un racional), que exige que se 
construyan enteros, a y b, tales que a? = 262; valiéndonos de un 
argumento perfectamente conocido, podemos suponer que a y b son 
primos entre sí; por otra parte, a será par, luego 4 dividirá a a?, por 
lo cual dividirá también a 26?; de ahi que a y b hayan de tener el 
divisor común 2, cosa que contradice el hecho de que a y b sean 
primos entre sí. Es posible presentar esta contradicción de la 
Siguiente forma: el m.c.d. de a y b es al mismo tiempo 1 y 2. 


Algunos matemáticos, en especial Griss, han suscitado ciertas 
objeciones contra el empleo de la contradicción en el razonamiento 
matemático; de ellas me ocuparé en el capítulo siguiente, y adopto 
aquí el punto de vista de que el concepto de contradicción es 


suficientemente claro y de que la negación que se basa en él puede 
utilizarse en las matemáticas. 


Se puede aseverar la implicación, P —> q, si y solo si poseemos una 
construcción, rt, que, añadida a cualquier otra construcción que 
demuestre Pp (supuesto que se lleve a cabo esta última), efectúe 
automaticamente una construcción que demuestre q. Dicho de otro 


modo: una demostración de p juntamente con r constituirá una 
demostración de q... 


Casi todas las demostraciones que se encuentran en este libro 
estan formadas por construcciones tales como la t de que acabo de 


hablar; uno de los primeros casos de ello, y sumamente claro, es la 
demostración de 2.2.3, Teor. 2. 


Se puede aseverar una formula lógica con variables proposicionales 
por ejemplo, A(p, q, .. .), si y sólo si puede aseverarse A(p, Q,.. .), para 
proposiciones p, q, ... arbitrarias; esto es, si contamos con un méto- 
do de construcción que por especialización nos proporcione la 
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construcción exigida por UP, 9, -..)- Fijémonos, por ejemplo, en 


UP, ) = (PA - p>49 + >9); 


A(Pp, 4) exige una construcción, E, que, a partir de una demostra- 
ción, Cde P,y de una demostración, D, de p —> q , nos proporcione 
una demostración de 4 ; por la definición de la implicación, E 
consiste simplemente en la yuxtaposición de C y D; por ello, podrá 
aseverarse A(p, q). 


En 2.2.2 he dado un criterio relativo a las proposiciones mate- 
máticas, a saber, el de que todas ellas tienen la forma “He efectuado 
una construcción con las siguientes propiedades: ..... ”; pues bien, las 
cuatro conectivas lógicas conservan esta forma. Es necesario, por 
otra parte, entender la palabra “construcción” en un sentido amplio, 
de manera que pueda denotar asimismo un método general de 
construcción, según indicábamos en el penúltimo párrafo; si así se 
hace (y' así lo haré), toda fórmula lógica, expresa una proposición 
matemática. 


1.1.2 Teoremas del cálculo proposicional 


En las fórmulas empleo puntos y paréntesis del modo que es 
usual adoptando la convención de que >une menos fuertemente ' 
que A y que v . Las formulas aseveradas se marcarán con 

Aunque las principales diferencias entre la lógica clásica y la 
intuicionista residen en las propiedades de la negación, no, coinciden 
completamente en sus respectivas fórmulas carentes de negaciones: 
Pp>49* Y: —>P es una formula válida en la lógica clásica, pero no 
se la puede aseverar en la intuicionista, como es claro teniendo en 
cuenta las definiciones dadas. 

En la teoría de la negación falla el principio del tercio excluso, ya 
que PY p exige un método general de resolver todo problema, o 
sea —dicho más explícitamente—, un método general que para toda 
proposición, p , nos proporcione, por especialización, o bien una 
demostración de P o una de —p ; pero como no poseemos 
semejante método de construcción, no tenemos derecho a aseverar 
tal principio. 

Este se presenta de otra forma así: 11 P=>Pp>5y ya nos hemos ! 
encontrado con muchos ejemplos de proposiciones para las que falla' 
(el primero fue el de “o es racional”, en 2.2.2). Sin embargo, a 


pues es evidente que de p se sigue que es imposible que Pp sea 
imposible. Les dejo a Vds. la tarea de caracterizar completamente el 
método de construcción que exige (1), de acuerdo con las defini- 
ciones de > y —. 
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Otra importante formula es 


(2) PP: >: 04> Pp; 
desde luego, la fórmula inversa, 7 q >= p- >“: p >, no puede 
aseverarse. (Háganse G=a04b y p=axb, siendo a y b nu- 
meros reales). | 

Aplicando dos veces (2) encontramos 


(3) PLP=>q4 + >: A11P=>=279, 
y por sustitución en (1) llegamos a 


(4) k= p> 11D; - 


finalmente, si sustituimos en (2) q por "37P y utilizamos (1), 
obtenemos 


(5) E a 


(4) y (5) muestran que no necesitamos nunca atender a más de 
dos negaciones consecutivas. 

En virtud de (2), de -p=>pvq se sigue L—= (pvq) > p; y 
de la misma manera. encontramos L- — (p vq) >= q, por lo cual 


(6) RA A(Pprg) > 2 PAG; 


en cuanto a la fórmula inversa, se ve fácilmente que también es 
verdadera: 


(7) E pA9>— (pva). 


(6) y (7) forman una de las equivalencias de De Morgan; de la 
otra sólo es verdadera una mitad: 


(8) k= pra q>>— (pag). 


En efecto, no es posible aseverar —(pAq)>— pv q según 
muestra el siguiente ejemplo: hagamos que P sea a+ 0, y que q sea 
b*+ 0, siendo a y b números racionales; entonces, — p será a=0, y 
— q será b=0; ahora bien, he demostrado en 2.2.5 que ab +0 
equivale a PAG, luego ab+*+ 0 equivale a— (pa q);pero inmedia- 
tamente antes del lugar citado en 2.2.5 daba un ejemplo de números 
reales, a y b, para los que se tenía ab = 0, aunque sin que se supiése 
que a = 0 ni que b = 0. 


(9) La (pv= p), 


ya que — (pv— p) implicaría, en virtud de (6), —= pap, que 
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es una contradicción. Mediante (2) y (6), se obtienen sucesivamente, 
a partir de (8), 
rkra=(paqd) >> (apva 4) > XApA=27q 
y 
(10) E==(pAq) > pA=770. 
La fórmula inversa de esta última es también verdadera: 
(11), Rapa 27q > (pag); 


en efecto, la anterior interpretación de las conectivas lógicas hace 
ver claramente que HL=(paqap=>>q, luego también 
FA (paqha q => 71p;jpor consiguiente, si se da 
APA Q,la hipótesis — (pa q) llevará a — p, que contradice 
la fórmula dada, == p. 


Es fácil ver que 

(12) L==pvq=>=>(pv9), 
pero la implicación inversa no se cumple, debido a nuestra “fuerte” 
interpretación de — .(6) 

7.1,3 Un sistema formal 

El cálculo de proposiciones intuicionistas ha podido ser presentado 
[A. Heyting 1930] en forma de sistema formal, empleando como 


constantes no definidas A, Y, > y — y basándose en los axiomas 
que siguen: | 


Í. Hp => (pa p). 

IT. H (pa q) > (9 A p). 

MI. — F(p=>4)=>((par) > (qa 1)). 
IV. E ((p >) A (9 > 1)) > (p > 1). 
v. HE q => (p => 9). 

vi H (pa (p > q)) — 9. 


vil. Hp => (p v 9). 
VIII. H (p v 9) > (q v p). 


IX. E ((p > r)a (q > 1)) > ((p v q) > 1). 
X. LA p= (p > 9). 
XL Flo=>galp > q)>> p. 


En cuanto a las reglas de deducción, son las corrientes del cálculo 
proposicional clásico. 
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Tal vez el axioma X no parezca intuitivamente claro; sin embargo, 
en realidad contribuye a precisar la definición de la implicación. Se 
recordará que es posible aseverar P => q 'si y sólo si se posee una 
construcción que, añadida a la construcción p, demuestre q; 
supongamos ahora que + — p, esto es, que hayamos deducido una 
contradicción de la suposición de haberse llevado a cabo Pp; 
entonces, en cierto sentido cabe considerar tal cosa como una 
construcción que, unida a la demostración de p (que no puede 
existir) llevaría a una demostración de q. Y voy a interpretar la 
implicación en este sentido, relativamente amplio. 

Con su “cálculo mínimo” [L Johansson 1936], Johansson ha 
presentado un sistema de logica intuicionista en el que se interpreta 
=> en sentido restringido, y en el que, por consiguiente, se rechaza 
X. | 

Es preciso recordar que no puede demostrarse que sistema formal 
alguno represente adecuadamente una teoría intuicionista: siempre 
restará un residuo de ambigúedad en la interpretación de los signos, 
y no es posible demostrar con rigor matemático que el sistema de 
axlomas que sea abarque realmente todo método válido de demos- 
tración. 


7.2. Cálculo de predicados de primer orden 
7.2.1. La interpretación de los cuantificadores 


Sea Pp(x) un predicado de una variable, x, que recorra una especie : 
matemática dada, Q; entonces, | (Va)p(x) Significara que p(x) es 
verdadera para todo x de Q; dicho de otro modo, que tenemos un 
método general de construcción que, elegido un elemento cualquiera 
a, de Q, proporciona, por especialización, la construcción p(a). En 
el caso de que Q sea una especie de despliegue, hemos de ser 
capaces de efectuar la construcción p(x) para toda spi de Q; y en la 
demostración del teorema del abanico vimos que ésta es una 
interpretación muy fuerte del 'cuantificador generalizante. También 
interpretaremos el cuantificador existencial de forma harto fuerte: 
(Jx)p(x) será verdadera si y sólo si de hecho se ha construido un 
elemento, a, de Q para el que p(a) sea verdadera. 

La introducción de predicados con más de un argumento no 
ofrece ninguna dificultad; y será posible aseverar una fórmula del 
cálculo de predicados de primer orden en la que haya variables 
proposicionales y predicativas si és verdadera para toda sustitución 
de las correspondientes variables por proposiciones y predicados, 
respectivamente. Puede obtenerse una formalización sencilla del 
cálculo de predicados intuicionista adjuntando al cálculo propo- 
sicional intuicionista los símbolos, axiomas y reglas del cálculo de 
predicados usual, tal y como lo formulan Hilbert y Ackermann [D. 
Hilbert y W. Ackermann 1949, p. 59]; véase también [A. Heyting. 
1946]; pero no voy a desarrollar este sistema formal, sino que, en 
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lugar de ello, demostraré algunas fórmulas valiéndome de métodos 
intuitivos. | | 


7.2.2. Teoremas del cálculo de predicados 


Los teoremas que siguen son manifiestos: 
(1) E (Vajp(=) > 2 (32) = ple); 
(2) E Gu)jp(x) >= (Vx) = ple); 


en cambio, las implicaciones inversas no se cumplen; contraejemplos: 


(i) hagamos que x recorra los números reales y que p(x): sea “x 
es racional o x es irracional”; | 

(11) hagamos que x recorra los números racionales y que P(x) sea 
“x es igual al número real £ que habíamos definido en 2.2.2.”. 


(3) L (vz) = p(a) >= (32)p(x). 
(4) Ea Gupx) > (Vx) — plz). 
(5) L (32) = pla) >= (Va)p(»). 


La implicación inversa de (5) no se cumple, como muestra el 
siguiente contraejemplo: NS 
Hagamos que x recorra los números racionales y que p(x) sea “x 
no es igual al número real € definido en 2.2.2.”. 
Por sustitución en (3) obtenemos 
(6) E (Va) 237 ple) + (Br) > ple), 
mientras que la sustitución en (4) nos da : 


(7) ka (e) = ple) > (vz) 3 ple). | 


Apliquemos las fórmulas del cálculo proposicional de 7.1.2; (3), 
(5) y (6) del presente apartado nos permiten obtener | 


(8) fa (Ve) 35 pla) > (92) > pla), 

que es posible debilitar a 

(9) 7 (Va)p(x) >= (32) — plz); 

y (9) y (7) nos proporcionan el importante resultado 
(10) Rana (Vap(e) > (Vx) 23 plz). 


Uno de los rasgos más sorprendentes de la lógica intuicionista es 
que no se cumpla la implicación inversa de esta última: espe- 
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cialmente sorprendente debido a que la fórmuia del cálculo propo- 
sicional que se obtiene si restringimos x a un conjunto finito es 
verdadera; de hecho, si x toma selamente dos valores, se llega a 
7.1.2, (11). Brouwer [L.E.J. Brouwer 1924, p. 256; A. Heyting 
1930A, p. 65; S.C. Kleene 1952, p. 491] ha presentado el siguiente 
contraejemplo: | 

Se define una expansión, M, mediante la ley de expansión Ay y 
la ley complementaria Ty: 


Ay : el primer componente de una sucesión admisible puede ser 0 
ó 1; 41, ..., 4, es una sucesión admisible y a,, = 0, puede ser a, + 1 
lo mismo O que 1; sia, = 1, será a, +, =1.. 

T',y asigna a, a la sucesión admisible a;,, ..., a,,. 

Dicho sencillamente, M consta de todas las ssppii en las que 
los componentes sólo pueden ser O ó 1, pudiendo seguir a un 1 
solamente otro 1. | | 

La siguiente ley, 2, asigna números a ciertos elementos de M: 
E: la sucesión todos cuyos componentes son O tiene el número 1; la 
sucesión todos cuyos componentes son 1 tiene el número 2; y la suce- 
sión formada por n componentes 0 seguidos de componentes 1 tiene el 
número n + 2. 

Hagamos que x recorra los elementos de M y que p(t) sea “Z 
asigna un número a x””; entonces, (Vx) =— p(x) es verdadera. Voy 
a demostrar la proposición — (3%) — p(x), que es equivalente a la 
anterior, deduciendo una contradicción del supuesto de que X no 
asigne número alguno a cierto elemento, a, de M: bajo este 
supuesto, el primer componente de a no puede ser 1, porque 
entonces (a) sería 2, luego tendrá que ser 0; el segundo compo- 
nente no puede ser 1, ya que entonces (a) sería 3, de modo que 
será 0; continuando de este modo veremos que todo componente de 
a es 0; de donde se sigue que X(a)=1, resultado que contradice la 
suposición de partida. Con todo, no se cumple —— (Vzx)p(x) e 
incluso podemos demostrar que —(Vzx)p(*): suponiendo que 
(Vx)p(x), el teorema del abanico nos autoriza a inferir que habrá de 
conocerse Z(x) tras haberse dado un número finito, N, de compo- 


_nentes de x; pero es manifiesto que ello contradice la definición 
de E. 


CLAS. — Este es el primer caso de un teorema clásico que intuicio- 
niísticamente no solamente no es demostrable, sino incluso falso. 

IN. — Desde luego, esta discrepancia proviene de la introducción de 
las ssppii: en particular, el cuantificador generalizante tiene un 
significado completamente distinto cuando se lo aplica a ssppii. 

Se ha conjeturado [S. Kuroda 1951, p. 46] que la fórmula 
(Vx) A p(1) > 2 (Vzx)p(x) es siempre verdadera si x recorre una es- 
pecie infinita numerable. En todos los contraejemplos que se han pre- 
sentado, x recorre una especie que no es infinita numerable (así su- 
cede con el M a que acabamos de referirnos, ¡aunque es numerable 
desde un punto de vista clásico! ), pero actualmente no tenemos a la 
vista ninguna forma de demostrar esta conjetura. 
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A partir de (3) y (4) inferimos, aplicando 7.1.2, (2), 
(11) Ra (Brpla) >> (Vx) plo); 


(12) RO (12) = ple) > 2 (32)p(2); 
substituyendo en (5) tenemos 

(13) E (42) 27 px) >> (Vx) > ple), 
y a partir de (13) y (12) se obtiene 

(14) - (42) 27 pla) > 2 (32)p(x). 


Tampoco se cumple la implicación inversa de esta última, pero se 
trata de un hecho menos sorprendente que en el caso de (10), ya 
que la fórmula correspondiente del cálculo proposicional, que sería 
AT (Pq) >> pv q, tampoco es demostrable. 


7.3. Aplicaciones 


En algunos casos es posible desarrollar una teoría negativa para- 
lelamente a otra positiva: en esta 'última se define cada concepto 
mediante una definición positiva, y en aquélla se introducen algunos 
conceptos valiéndose de definiciones negativas, en las que entran 
dobles negaciones, pero de tal modo que las definiciones que se den 
en las dos teorías de conceptos correspondientes sean equivalentes 
clásicamente. 


7.3.1. Las relaciones de orden en el continuo 


Definición 1. Si E es una especie matemática y < es un predi- 
cado, definido en una subespecie de E X E, que satisfaga las reglas 
(1) a (4) que damos más abajo, < es una relación de orden parcial 
en E, y E está parcialmente ordenada por <. (a > b significa. lo 
mismo que b< a). 


(1) a<b>>= (a>b)a — (a=b). 
(2) a=bab<c=>a<c. 
(3) a<bab=c >a<C. 
(4) a<bab<c—=>a<c. 


Definición 2. Una relación de orden parcial en una especie, E, es 
una relación de orden en E, y E esta ordenada por ella, si satisface 


la regla (5a). 


(5a) a=bvwa<bva>b. 
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La relación < entre números naturales o entre número racionales 
es una relación de orden. En cambio, la relación < entre números 
reales, tal como la definíamos 'en 2.2.6, referido a 3.3, no es una 
relación de orden (lo cual se sigue inmediatamente de 3.4.3, Teor. 


2): en lugar de (5a) satisface (5b) y (6), que son ambas conse- 
cuencias de (1) a (4) y (5a). 


(5b)  — (a>bja— (a<b) > a=b (Compárese con 2.2.6, Teor. 3.) 
(6) a<b => (Ye) (a<c v c<b) (Compárese con 2.2.6, Teor. 4.) 


Definición 3. Una relación de orden parcial en una especie, E, es 
una relación de pseudo orden y E está pseudo ordenada por ella si 
satisface las reglas (5b) y (6). (Adviértase que (2) y (3) se siguen de 
(1) y (6).) . 

A partir de ahora, < denotará siempre una relacion de pseudo 
orden en un género, £, 


Definición 4. a< b significa que — (a>b)a — (a=b). 
Teorema 1. — (a<b) equivale a — (a<b). 


Demostración. En virtud de (1), a<b—=>a<b, de modo que 

—= (a<b) > — (a<b) (véase 7.1.2, (2)). Para demostrar la im- 
plicación conversa, observemos que a<ba— (a<b) significa lo 
mismo que —(a>b)a= (a<b)ja— (a=b), cosa que está en con- 
tradicción con (5b); luego a<ba—(a<b) es imposible, y, en 
consecuencia, tenemos (a<b) >= (a<b), 


Teorema 2. a<b equivale a 3— (a<b). 


Demostración. Por la Def. 4 y 7.1.2, (6) y (7), a< b equivale a 
— (a>b v a=b), luego 
a (a<b) > a<b (por 7.1.2, (5)); además, 
— (a<b) —>— (a<b) en virtud del Teor. 1, de modo que 
a (a<b) > 23 (a<b) (por 7.1.2., (2)), y 
T (a<b) >= (a<b) por el Teor. 1, luego 
a<b—=> == (a<b) (por 7.1.2, (1) y (2)). 


Teorema 3. La relación < satisface (1) a (4) y (5b). 


'también > a <b; 


Demostración. (1) se sigue de la Def. 4 y el Teor. 1. 


(2): se obtiene a partir de (2) para <, en virtud de 7.1.2, (3), y el 
Teor. 2, del modo que sigue: 


a=ba 37(b<c) > 7 (a<c) >a<c. 


(3): análogamente. 
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(4): se obtiene a partir de (4) para <, en virtud de 7.1.2, (11) y (3), 

y del Teor. 2. 

-(5b): se sigue del Teor. 1 y de (5b) para <. | | 
En el caso del continuo, < no satisface (6) (véase 8.1.1), sino 

-(5c). ] 

(5c) — (a<b)a —= (a=b) > ab. 


Teorema 4. Si < es una relación de pseudo orden en una especie, 
E, la relación < correspondiente a ella por la Def. 4 satisface (5c). 


Demostración. Inmediata a partir del Teor. 1 y de la Def. 4. 


Definición 5. Una relación de orden parcial en una especie, E, 
que satisfaga (1) a (4), (5b) y (5c) es una relación de orden virtual 
en E, y E está virtualmente ordenada por ella [L.E.J. Brouwer 
19254, p. 453]. 

Los teoremas 3 y 4 pueden ahora expresarse del modo que sigue: 
si < es una relación de pseudo orden en una especie, E, se tiene que 
<, tal y como esta definida por la Def. 4, es una relación de orden 
virtual en £. 


Observación sobre la notación. La notación que empleo es distinta 
de la de Brouwer; y doy a continuación un pequeño diccionario: 


en el presente libro: < < pd 
en Brouwer: <o S E 


La razón de haber cambiado la notación ha sido que en el análisis 
la relación de pseudo orden entre números reales es la más 
importante, y, por lo tanto, debería denotarse con el signo más 
sencillo. Asimismo ocurre que en la notación de Brouwer existe el 
peligro de que se confundan a> b y (a>b v a=b); yo empleo a=b 
en este último sentido. 


De acuerdo con la Def. 5, las reglas que cumplen las relaciones de 
orden virtual son: 


(1) a<b >= (asb)a—= (a=b). 
2) a=bab<c=>a<c. 
(3) a<bab=c>a<c. 
(4) a<bab<c=>a<c. 
(5b) — (a<b)a — (a>b) > a=b. 
(5c) —= (a<b)a — (a=b) > ab. 


Teorema 5. Si < es una relación de orden virtual en una especie, 
E, se tienen 27(a<b)>a<b y =2>(a=b)>a=b. 


Demostración. En virtud de (1) y (5c), a<b equivale a 
— (as>b)a — (a=b), lo cual, por 7.1.2, (6) y (7), es equivalente a 
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— (as>bwva=b);, luego teniendo en cuenta 7.1.2, (5), 
7 (a<b) > a<b. 

A partir de (1) y de 7.1.2, (2) y (1), inferimos que 
a=b => — (a<b), y análogamente, a=b=>-= (as b). Por lo tanto, 


usando (5b) y 7.1.2, (6) y (7), vemos que a=b equivale a 
—= (a<b yv a sb); cosa que demuestra que —_—(a=b) > a=b. 


Definición 6. Sea < una relación de orden parcial en la especie 
E, y Tla especie de las fórmulas, a=b o a<b, que sean válidas para 
los elementos, a, b, de E. Llamamos inextensible a < si posee las 
siguientes propiedades: siempre que ni x, yE€EE ni — (1<y) puedan 
deducirse de TP aplicando (1)—(4), se tendrá r<y € T; y análo- 
gamente, siempre que ni x, y EE ni — (x=y) puedan deducirse de 
TP aplicando (1)—(4), se tendrá x= y € T. 


Teorema 6. Toda relación de orden virtual es inextensible [L.E.J. 
Brouwer 1927]. 


Demostración. Si 2>yer, podrá deducirse — (x<y) de TP en 
virtud de (1), luego si no es posible deducir — (y) de TI 
valiéndose de (1)-(4) es que — (x>ye€lD); y análogamente, 

— (x=y€l). Luego, en virtud de (5c), 1<y € T. 

La demostración para el caso de = es análoga a ésta. 


Teorema 7. Toda relación de orden parcial inextensible es una 


relación de orden virtual. 
Para la demostración, véase Brouwer [L.E.J. Brouwer 1927]. 


1.3.2. Teoría negativa de la convergencia 
Es posible formular como sigue 2.4, Def. 1: 


La sucesión (0, de números reales es positivamente convergente 
hacia el límite a si 


(1) (VE) (3n) (Vp) (laa, <2% 


elegiremos como definición negativa correspondiente la que sigue: 


Definición 1. La sucesión (0.j es negativamente convergente 
hacia el límite a (o sea, —lím a,, = a), si 


(2) (Vk) 37 (3n) (vp) (a —a,, ;,| <27*) [J-G. Dijkmann 1952]; 
el' criterio general de convergencia debido a Cauchy es, en cambio, 


(3) (VE) (3m) (VD) (Ja, , y —a,| <27*) 
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Definición 2. La sucesión fa, y es no oscilante si 
(4) (VE) (Gn) (VD) ([%n.y 4] <27*). 


Es perfectamente sabido que si una sucesión, (a,) , satisface (3), 
puede encontrarse un número real, a, tal que (1) sea verdadera; pero 
a correspondiente relación no se cumpleentre (4) y (2), cómo 
muestra el ejemplo (11). 


Ejemplos. (1) a, =1 si el n-ésimo dígito tras la coma del 
desarrollo decimal de T es el 9 de la primera secuencia 0123456789 
de dicho desarrollo (y vamos a llamar a semejante valor de n, en 
caso de que exista, el número de la sucesión); en caso contrario, 
4, = 0. Con objeto de mostrar que esta sucesión satisface (2) con 
a = 0, haré observar primeramente que (2) equivale a 


(5) — (Ak) (Vn) = (VD ([a—a,,y| <27*) 
supóngase que hayamos encontrado un kg tal que 
(oc) (Va) (Vp) (1%,.+ | < 27%), 


y además, que én TT aparezca la secuencia indicada, siendo s el 
número de la sucesión; entonces tendremos 


(8) (VD) (a,,,=0), luego (VD) ((a,,,| <2-%); 


por lo tanto, («) no puede ser verdadera. Hemos demostrado así lo 
siguiente: si (ax) es verdadera, no puede aparecer en T la secuencia 
0123456789; pero entonces, (wn) (a, = 0), y (x) es falsa. Así pues , 
(«) nos ha llevado a una contradicción, y hemos demostrado (5). 
Con todo, es manifiesto que no podemos aseverar que lasucesióna,,) 
sea positivamente convergente. 
(ID) a, = 0 si no aparece la secuencia 0123456789 en los primeros 
n dígitos tras la coma de Tr, y a, = 1 si dicha secuencia aparece 
dentro de esos primeros n digitos. Esta sucesión (a,) será no 
oscilante: la demostración es análoga a la anterior; sin embargo, no 
podemos aseverar que sea de cl paO convergente, ya que no se 
sabe si, en caso de existir un límite, sería 0 6 1. 


Teorema 1. Toda sucesión negativamente convergente es no os- 
cilante. 


Demostración. Abreviemos 


(3n) (Vp) (Ja, ,)—a,|<2-*) mediante A(k), y 
(3n) (VD) (Ja, ,, —a |<27%) mediante B(k, a): 


entonces,  B(k+1,a) >YA(k), y tendremos sucesivamente: 
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27 B(k+1, a) > 2 A(L); 
(Vk) == B(k, a) > (Yvk) == 20 
(a) (Vx) 73 B(k, a) > (Vk) 23 A(L), 


lo cual demuestra el teorema. 


Teorema 2. Si —líma, =a y —lím b,=b, se tiene —lím 
(a, +0b,)=a+b. | 


Demostración. Hagamos a, + b, = 
abreviemos 


Cn» y a+b=c. Además 
(3n) (VD) (12, +, —a| <27*) mediante A(k), 
(In) (VP) (1d,.+p —b|<27*) mediante B(k), y 
(En) (VPp) (|Cn+p —c] <27*) mediante  E(L); 

entonces, A(k)a B(L) > E(L), luego | 


=> AU) A 21 BB) > 23€(%) (por Apicacon. de 7.1:2, (11) y 
(3)); finalmente, 


(Vk) == an A (VWk) 3— B(k) > (Vk) == E(k), 
lo cual cn el teorema. 
Teorema 3. Si —lím a, = a y —líma, = b, se tiene a= b. 


Demostración. De —lím a, =b se sigue que —lím —4, =— b; 
a ahí que, en virtud del Teor. 2, —lím c, =a-—b, cada todo 
= 0. Entonces, 


(Vk) 3 (31) (Vp) (Ja—b|<27*), 
(Vk) 3 (]a —b| < 27%), 
(Vk) (Ja—b] < 27%) y 
a=b. | 
El teorema que sigue carece de paralelo en la teoría positiva. 
Teorema 4. Toda sucesión monótona acotada de números reales 
es no oscilante. 
Demostración. Para la sucesión (a,), tenemos, por hipótesis, 
Dm. (Vn) (a, <M) y 
(2) (yn) (A+ < A), 
y es preciso demostrar que 


(X) (Wk) == (3n) (VD) (A. 94, <27*), 
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lo cual equivale a | 
(Y) (Ak) (Va) = (Vp) (A,, y — 4, <27*), 
Supongase que hemos encontrado un número, k,, tal que 
(5). (Va) (VD) (Q»;y= 0, < A 
bastará con deducir una contradicción. de (1), (2) y (5). Ahora bien, 


de 7(3p) (4, +, 4, >27*71) se sigue que (W2) (4, , —0, <27 ha), por 
lo cual se sigue de (5) que 


(6) (Vn) 2177 (31p) (A +p — Un > A 


el teorema quedará demostrado si deducimos una contradicción de 
ol Mosa especial de (6) tenemos 
(7) a (31p) (a, —a, > 9-h-1), 

Supongamos que hemos encontrado un número, P1» tal que 
pj = 4] > 2-1 1; entonces, en virtud de (6), 
a (3r) (a, —a, > 9-1) , y además, 17 (37) (a, —a,>2.2%-1); con 
ló cual hemos demostrado, a partir de (1), (2) y (6), lo siguiente: 

(8) (BP) (ay—a,>274=2) >= (31) (0,—0,>2.27A-1) 


Valiéndonos del cálculo proposicional (7.2.1, (3), (4) y (2)), 
inferimos a partir de (7) y (8) que 


(9) == (3r) (a,—a,>2.2- 4-1), 


y repitiendo h— 1 veces este razonamiento llegamos a, 


(10) 7 (38) (a, —a, >h.2-%-1); 


hagamos ahora h = = +1; entonces obtenemos 


(11) => (33) (a,>M), 
que está en contradicción con (1). 


Observación. Fácilmente se advierte que, en lugar de (1), basta la 
hipótesis 27 (3M) (Vn) (a, < M). 
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1.3.3. La interpretación negativa del analisis clásico 


Gódel [K. Godel 1932] fue quien primero demostró que es 
posible desarrollar el cálculo clásico de proposiciones y la arit- 
mética clásica como parte de los sistemas intuicionistas corres- 
pondientes; mas para asentar tales teoremas es necesario antes 
formalizar la parte pertinente de las matemáticas intuicionistas, y las 
observaciones que antes he hecho acerca del cálculo de 
proposiciones intuicionista son también aplicables a todo sistema 
formal que se construya con intención de representar una teoría 
matemática intuicionista, sea la que sea: nunca podrá demostrarse 
rigurosamente que semejante sistema es adecuado. Sin embargo, se 
han construido sistemas formales para el cálculo proposicional, para 
el de predicados y para la aritmética elemental tales que toda 
formula demostrable en uno de esos sistemas, debidamente 
interpretada, exprese un teorema de la mátemática intuicionista; en 
el libro de Kleene [S.C. Kleene 1952, p. 492] se describen por- 
menorizadamente tales sistemas: este autor los presenta de forma 
que al añadir a cada uno de ellos el axioma 171Pp > P se obtenga 
el sistema clásico correspondiente. 

Kleene demuestra varias ampliaciones del teorema de Godel, de 
entre las cuales mencionaré los teoremas 1, 2 y 3 que siguen. 


Definición 1. p+4 significa 7 (1 pa — 9); 
Pp) g significa 7 (pa — q); 
(Vx)ptx) significa = (Vx) = px); 


y en virtud de 7.3.1, (3) y (4), esto último equivale a 27 (32)p(x). 


Teorema 1. Para el cálculo proposicional en el que a sea la 
conyunción, + la adyunción, > la implicación y 1 la negación, 
toda formula demostrable clásicamente es verdadera intuicionísti- 
camente. 


Teorema 2. Para el sistema formal de la teoría de números 
(aritmética elemental) en el que A sea la conyunción, + la 
adyunción, > o —=> la implicación, — la negación y (VW) el 
cuantificador existencial, toda fórmula demostrable clásicamente es 
verdadera intuiciónisticamente. 


Teorema 3. Para el cálculo de predicados en el que 'A sea la 
conyunción, + la adyunción, > o —> la implicación, — la negación 
y (VW) el cuantificador existencial, toda fórmula demostrable 
clásicamente, se convierte en intuicionísticamente verdadera tras 
reemplazar toda fórmula primaria, p, que aparezca en ella por => p. 


Observación. La transformación de p en Pp es innecesaria en 
el cálculo proposicional [ya que pp, que es 2 (2pa p), 
es verdadera, así como en el sistema de la teoría de números, puesto 
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que las fórmulas primarias tienen la forma a=b o a > b, siendo a y 
b números naturales, de modo que —_—_(a=b)>a=b y 
== (a>b) >a>b son verdaderas. 

Estos teoremas incluyen las demostraciones de coherencia [consts- 
tency] de los sistemas clásicos con respecto a los comes poncientes 
sistemas intuicionistas. 

Voy-a aplicar dicho teoremas a la aritmética de los números 
reales. Los generadores de número se definífan como sucesiones de 
Cauchy de números racionales; ahora, para aplicar el Teor. 2, es 
preciso sustituir (32) por (Vx) en la definición de las sucesiones de 
Cauchy, con lo que obtendremos la definición de sucesión no 
oscilante. 


Definición 2. Un generador debil de número real es una sucesión 
no oscilante de números racionales. 

La definición de coincidencia entre generadores de número real 
era la siguiente: si a=(a,) y" b=(b,), a= b significa que 


(Vk) (3n) (VP) ((n.+» —Bn+p] <27*). 


Definición 3. Los generadores de número reales a=(fa,) y 
b=(b,) coinciden en sentido débil (a = b) si 


(VA) (Vn) (VD) ((0n+p —Onypl <27*). 


Definición 4. Llamamos número real débil a la especie de los 
generadores débiles de número que coincidan en sentido débil con 
un generador débil de número ya dado. 

La definicion de la relación de orden entre generadores de 
número real era como sigue: a > b significa que 


(3%) (3n) (VP) (An+p —dn+p>2"*)- 


Definición 5. Para generadores débiles de número a= (a, y b=(b,,), 
a es débilmente mayor que b (a>b) significa que 


(VA) (Vn) (Vp) (gs pi 


esto equivale: a la doble negación de a > b, ya que a partir de 7.2.2, 
(11) y (12), podemos inferir fácilmente que 17 (Jx)p(%) es 
equivalente a 17 (32) 23 p(x). 

Como corolarip del Teor. 2 tenemos el 


Teorema 4. Sea S el sistema que se obtiene añadiendo al sistema 
formal de la teoría de números variables libres para números reales y 
las relaciones = y > para números reales; sea T un teorema de la 
aritmética clásica que pueda formalizarse en,S, y T” el teorema que 
se obtenga cuando en T' se sustituyan A por +, (32) por (Vx) , las 
variables _ Para números reales por variables para números reales 
débiles, = por = y > por >; entonces, 7” será verdadero intuicio- 
isticamentes | | 
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Con objeto de ampliar el teorema 4 al análisis será necesario 
ampliar el Teor. 2 o el 4 a un cálculo de predicados de orden 
superior, o a algún otro cálculo en el que sea posible formalizar las 
partes principales del analisis clásico. Es probable que por este 
método pueda deducirse una demostración de coherencia del análisis 
con respecto a las matemáticas Intuicionistas. 


vVIIll oe TEMAS CONTROVERTIDOS 


8.1. Las sucesiones prolongadas infinitamente que dependen de la 
solución de algún problema 


8.1.1. Método 


A partir de 1948 Brouwer ha publicado cierto número de 
trabajos, muchos de ellos en holandés [L.E.J. Brouwer 1948, p. 
1246; 1948A; 1948B; 1949; 1949A; 1950; 1950A; 1951; 1952B; 
1954B y 1954C], “en los que presenta contraejemplos a teoremas 
clásicos; y todas sus ejemplificaciones se basan en un principio que 
señaló en su conferencia en el 10.2 Congreso Internacional de 
Filosofía, celebrado en Amsterdam en 1948. Voy a empezar por 
hacerlo ver gráficamente mediante las definiciones que siguen. 

Diremos de una proposición matemática, p, que se la ha contras- 
tado si o bien se ha demostrado po —_1p. Sea p una 
proposición no contrastada (por ej., “en el desarrollo decimal de T 
aparece la secuencia 0123456789”); ahora voy a definir mediante 
una spi un generador de número real, a== (a, como sigue: mientras 
no se haya contrastado Y , elijo «,+=27”, pero si p ha quedado 
contrastada entre la elección de a,, y la de a,, +1, elijo 4, 47 = 27" 
para todo. q. 


SIG. Eso no suena a una definición matemática: ¿puede 
considerarse bien definida matemáticamente una sucesión de 
números racionales si sus componentes dependen de hechos 
materiales, tales como la existencia en un momento dado de una 
demostración de cierta proposición? 


IN. Estoy de acuerdo con esa objeción; y, en realidad, dudo que 
sea aconsejable adoptar como matemáticas semejantes definiciones. 
Como he recalcado antes, ninguna definición verbal buede carecer de 
toda ambigúedad; y ahora vemos que la definición de spi nos deja 
cierto margen de libertad, cierta holgura; en tales casos podemos 
decidir libremente la interpretación que vayamos a adoptar. 


FOR. Como ha hecho observar van Dantzig [D. van Dantzig 
1949], la definición de Brouwer y el razonamiento que se basa en 
ella pueden justificarse plenamente desde un punto de vista formal. 


IN. Los métodos de van Dantzig, según indica él mismo, arrojan 
cierta luz sobre el tema tal y como lo ven los intuicionistas. Voy a 
tratar de caracterizar brevemente este punto de vista. 

Hagamos que W; (siendo 2=1,2,...) denote, para todo 2, un 
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conjunto finito de deducciones matemáticas; y denotaremos con 2. 
la sucesión (u,). 


n : e e . 
Sea 06, = U w,;, y Puna proposición matemática. El generador de 
¿=] 


número real a depende de Q , es decir  a(£%)=(a,((2)) ; si en o, no 
se encuentra incluida ninguna deducción ni de 2 P ni de ——p, 
será An((2)=27", y si 0, contiene una deducción de —1 P o de 
=p, siendo además m el mínimo número tal que 0%, contenga 
una de estas deducciones, será a,((2)=2"". De testa forma suena a 
matemática la definición de a; queda, sin embargo, la cuestión de si, 
es adecuada para lo que se propone Brouwer. 

Este quería mostrar que a +0 no habiéndose demostrado que 
a O (se trata del ejemplo que habíamos prometido en 2.2.3). 
Supongamos, en efecto, que a=0; entonces, nl AP ni Pp 
podrán demostrarse nunca, por lo cual tanto 2 71P como 277 Pp 
serían verdaderas, resultado que es contradictorio; por Consiguiente, 
a + 0. Por otra parte, a+ 0 significaría que podríamos encontrar un 
número, q, tal que a> 27 4%, de donde se seguiría que Y estaría 
contrastadaantes de haber elegido a, ;cosaquesólo podemossaber si se ha 
contrastado ya Pp. Adviértase que a+ 0 no es contradictorio, pues 
ello implicaría a = 0. 

Evidentemente, Brouwer supone que no sabe de antemano qué 
deducciones se harán: si se promulga una ley en todo el mundo 
prohibiendo llevar a cabo, en absoluto, deducción matemática 
alguna, la demostración de a + O se malogra. | 

En la versión de 'van Dantzig se llega a lo siguiente: para un n 
dado, la aserción de que a = 0 cualesquiera que sea 0, +1, 0,+>, 
es falsa; y si a F 0, se conoce un número, q, tal que en O, Aparece 
o una demostración de 1 P o una de 2p. | 
SIG. Es decir, en la terminología de van Dantzig: no tenemos 
ningún ejemplo de un número real, a, tal que a+ 0 no habiéndose 
demostrado que a FO. 

IN. — Así es. Personalmente, yo prefiero la terminología de van 
Dantzig, que evita varias equivocidades de las palabras de Brouwer; 
aquel autor analiza con agudeza la definición de éste e introduce 
muchos perfilamientos, para los que les remito a su trabajo. En mi 
opinión, no importa mucho que expresmos este resultado con las 
palabras de Brouwer o con las de van Dantzig, con tal de que 
comprendamos lo que se quiere decir con él; ni tampoco importa 
mucho que lo llamemos resultado matemático o no: en cualquier 
Caso hace ver que sería una insensatez buscar una demostración de 
la equivalencia de las relaciones + y + entre números reales. 

CLAS. — Estoy convencido de ello desde 2.2.3. 

IN. — El ejemplo de Brouwer analiza una de las razones 
subconscientes que le han hecho sentir tal convicción. 

Pero dicho ejemplo puede también utilizarse para hacer patente 
que el orden virtual del continuo no es un pseudo orden (cf. 7.3.1). 
Permítaseme repetir el ejemplo. Sea Pp una proposición'que no esté 
contrastada; defino un generador de número real a= (a, y) , mediante 
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una spi del modo que sigue: mientras no se haya contrastado p, 
elegiré a, = 27”, pero si se contrasta p entre la elección de a,,, y la 
de am +1, €legiré Gm +4+¿= 27” para todo q. Ahora voy a definir 


c=(Cnj de la siguiente forma: mientras no se haya contrastado Y, 
elegiré C, = 27”; pero si se la contrasta entre la elección de a,,, y la 
de 4 +1 Y M es par, elegiré Cy 4 = 27 para todo q; mientras que 
si m es impar elegire c, = 27 * incluso para r > m. 

Si c F 0, se tiene que c = a; de ahí que, sia > cseac=0;ysic> 0, 
se tiene c % 0. Por lo tanto, a > c y c > 0 implicarían respectivamente 
c=0 yc 0, por lo cual implicarían asimismo, o bien que p no queda- 
ra contrastada tras un número par de elecciones destinadas a a, o que es, 
imposible que fp no quede contrastada tras un número par de 
elecciones destinadas a a. Pero mientras no se haya contrastado p 
no podremos seber nada acerca del número de elecciones destinadas 
a a tras del cual quizá quede contrastada: aunque as>0, no 
podremos aseverar ni que a>c ni que c>0 , de modo que no se 
cumplirá la regla (6) de 7.3.1. | 


8.1.2. La contradictonedad de la aritmética clásica de los números 
reales 


A partir de ahora voy a emplear la terminología de Brouwer, que 
ha quedado ya lo suficientemente aclarada para que les permita a 
- Vds. sustituirla por otra si prefieren hacerlo así. | 
Los teoremas de este apartado son más fuertes que los del 
anterior, en cuanto que expresan el carácter contradictorio de 
algunos resultados clásicos. 


Teorema 1. Escontradictorio que paratodo númeroreal, a, a*O0 
implique a F 0. 


Demostración. Sea J un despliegue finitario que coincida con el 
intervalo [0,1] (3.4.1, Teor. 1). Vamos a definir simultáneamente 
un elemento, f, de J y un generador de número real, a(f) = an, 
como sigue:sif € /, sea p(f) la proposición “f es racional”; para todo 
n, f, se elegirá entre las elecciones respectivas de an) y de 
an + ¡(f);5 mientras no se haya contrastado p(f), elegiremos 
an(f)= 27", y si p(f) queda contrastada entre la elección de a,, y la 
de am +1, elegiremos Im +9 2 ” Para todo q. Como sucedía en 1l 
ejemplo anterior, a(f) + O "para todo f. Supongamos ahora que 
a(f) + O para todo f; entonces, se conocerá para todo f un número 
natural, r(fj, tal que p(f) esté contrastada antes de elegir a, +1 (f), o 
sea, antes de elegir f,+1. Por el teorema del abanico, podra 
encontrarse un máximo, s, para r(f), y, en consecuencia, p(f) estara 
contrastada para todo f antes de elegir f,+¡. Hagamos ahora que f 
- sea una spi que tras la elección de f, no esté sometida a otras 
restricciones que las incluidas en la definición de f; entonces 
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seremos libres para continuar f de tal modo que se obtenga, o bien 
un númer oracional o uno irracional; luego es contradictorio que 
p(f) esté Pots antes de elegir Falo 

Así pues, (wf) (a(f) +0) y —1(VWf) (a(f) 4 0) son ambas verdaderas 
cuando f recorre N 
FOR. — Evidentemente, en esta notación formal es preciso entender 
los cuantificadores en un sentido ampliado, que se corresponda con 
el as concepto de Brouwer de spl. 
IN. La demostración muestra también que es contradictorio que, 
para todo número real,a, a+ 0yaxoO implique a> 0; o sea, con la 
terminología de 7.3.1, que a > O implique a > O. 

Con objeto de demostrar la contradictoriedad de la aritmética 


clásica elemental, Brouwer demuestra la siguiente ampliación del 
Teor. 1: | 


Teorema 2. Es contradictorio que, para todo número real, 
a + O implique a+ 0OvaxO. 


Demostración. Como antes, supongamos que J sea un despliegue 
- finitario que coincida con [0, 1], f un elemento cualquiera de /, y 

PA la proposición “f es racional”. Ahora definiremos f y el 
generador de número real b(f)= (b,(f)) del modo siguiente: para 
todo n,,f, se elegirá entre las elecciones de b,,(f) y de b,, + 1 (1); 
mientras no se haya contrastado p(f), elegiremos b, (A= (- y gn 

si entre la elección de b,,, ($) y la de b,,, + 1 ($) se demuestra que f es 
irracional, elegiremos b, +q=2. " para todo q, y si entre la 
elección de b m (5H y la de bm + ¡(f) se demuestra que f no puede 


ser irracional, elegiremos by +gl(f)=-2 ” para todo q. Como 
antes, A + (0. Supóngase que, para todo f de J,"o bien b(f) > 0 o 
bien (A 


O. 

Si f es irracional, b(f)> 0, luego si b(f) + O resulta que f no 
puede ser irracional. | 

Si f no puede ser irracional, b(f) < 0, luego si b(f) + O resulta que 
f es irracional. (Hemos aplicado 7.1.2, (2) y (5).) 

Así pues, [0,1] quedaría escindido en la subespecie de los 
números que no pueden ser irracionales y la subespecie de los 
números irracionales; lo cual contradice 3.4.3, Teor. 2. 

N 

Corolarto. Es contradictorio que para todo número real, x, o bien 
xP00x<0,. 

Teorema 3 Es contradictorio que la ecuación ax + b =.0, siendo 
a+ 0 yb 0, tenga siempre una solución. 


Demostración. Sea c un número real, c + 0; hagamos a=c + 2lcl, 

y b=c—= 2.]c|, con lo quear 0 y b+X+0. Sea xy una solución de 
ax+b=0; si c>6, será a=-—3b, de modo que b(3x, — 1)=0, 
con lo que xj, = 1/3; si Cc< O, será b=-—3a, de modo que 
a(x; 3) 0, con lo que x, = 3 así pues, si x, = 1/3, será c > 0, y si 
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xj + 3, será c< 0; y :como obienx * /3 0x % 3, tendremos que o 
bien c > 0ó6c<0. Por lo tanto, si ax +b = 0 -tuviese una solución para 
todo c + 0, resultaría que c + 0, implicaría c + 0 0 c < O, lo cual con- 
tradice el Teor. 2. 


Corolario. En la geometría euclídea plana es contradictorio que 
dos rectas cualesquiera que no puedan coincidir ni ser paralelas se 
corten. Pues sia*+* 0 y b+* O, y si d es un número real cualquiera 
F0, ax + dy=b es la ecuación de una recta que no coincide conri el 
eje de las x ni es paralelo a él; y si todas esas' rectas cortaran al eje 
de las x,ax=b sería siempre una solución supuesto que a+ 0 y 
b+F0. 


8.1.3. Un ejemplo relativo al teorema de Bolzano-Weterstrass 


Una de las formas de este teorema, de que nos hemos ocupado en 
3.4.4, rezaba como sigue: 

(C) Toda especie acotada de números reales sin punto de acumu- 
lación, está acotada en número. 

Sea p una proposición que no se haya contrastado; vamos a 
formar una spi de números racionales, (b,) , del 'modo siguiente: 
mientras no esté contrastada p , elegiremos b, = 27"; y si p resulta 
contrastada entre la elección de b,, y la de b,,+1> o 
Bm+p = 27" para todo p. Sea E la especie de los componentes, b,, 
de esta sucesión, y supongamos que c fuese un punto de 2CUMU- 
lación de E; es evidente que c< 0; pero también habría de ser 
c+ 0, ya que de c> 0 se seguiría que E sería finita; así pues, 
c=0, pero esto implica que fp no podrá nunca contrastarse, lo cual 
es contradictorio. En consecuencia, É no puede tener ningún punto 
de acumulación. Por otra parte, si E estuviese acotada en número, se 
conocería un número natural, m, tal que p estaría contrastada antes 
de elegir b,,+1, cosa que no ocurre. Por lo tanto, no podemos 
abrigar esperanza alguna de demostrar (C) intuicionísticamente. 


8.2. La matemática sin negación 


Griss [H. Freudenthal 1936A; A. Heyting 1936; G.F.C. Griss 1946, 
p. 24, p. 26 y p. 64, 1948 y 1948A] ha planteado graves objeciones 
contra el empleo de la negación en la matemática: aunque está 
completamente de acuerdo con las ideas básicas de Brouwer en 
cuanto a la naturaleza de las matemáticas, sostiene que todo 
concepto matemático se origina en una construcción matemática, 
una que pueda realmente llevarse a cabo; y si tal construcción es 
imposible, aquel concepto no puede estar claro. 

Brouwer admite teoremas tales como “un círculo cuadrado no 
puede existir”: podemos demostrar este teorema deduciendo una 
contradicción de que hayamos construido un cuadrado que fuese al 
mismo tiempo un círculo. Según Griss, semejante suposición carece 
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de sentide claro, ya que no puede realizarsela; dicho de otro modo, 
si no existe ningún círculo cuadrado, ¿cómo podremos tener un 
concepto claro de cómo sería si existiese? En consecuencia, Griss 
rechaza la negación como concepto matemático. 

En muchos casos, la demostración de un teorema negativo hace 
pensar en una forma positiva de efectuarla; por ejemplo, en la 
demostración de “no existe ningún círculo cuadrado” damos con 
una aserción del tipo de la siguiente: 

“Si C es un cuadrado y P un punto cualquiera, podemos 
encontrar puntos, Q y R, en la frontera de C tales que PQ + PR”; y, 
para Griss, esta positiva aserción expresa el auténtico contenido de 
aquel negativo teorema. Desde luego, en la mayoría de los casos un 
teorema negativo admite varias traducciones positivas; Griss ha 
tratado de reconstruir la matemática intuicionista sin emplear la 
negación, y ha logrado algunos resultados notables en tal dirección 
[G.F.C. Griss 1946A; 1950; 1951]. 

En la aritmética de los enteros y la de los números racionales no 
se emplea esencialmente la negación; en tales campos, a b es lo 
mismo que a>bva<b, en donde no hay ninguna negación. El 
primer concepto negativo que ha aparecido en estas conferencias ha 
sido el de la desigualdad entre números reales, a + b; Griss no puede 
admitir que esta noción esté bien definida, y emplea en su lugar la 
relación a F b, cuya definición es positiva. Sin embargo, entre las 
propiedades básicas de la relación ff se encuentra la siguiente: 
= a xXxb-a=b;en vez de ella, Griss se vale del siguiente | 


Teorema, Si a y b son números reales tales que todo número real, 
c, que esté separado de a también lo estará de b, se tiene a = b. 

No es fácil dar una demostración de este teorema que no haga 
uso de la negación; Griss sólo lo consigue aplicando el teorema del 
abanico. 

Partamos de que a y b cumplan la hipótesis del teorema; podemos 
suponer que están respectivamente definidos por unos generadores 
canónicos de número .a=(a,27*) y b=(b,27—"), tales que: 
la — a,27 7 1<27% y lb—b,2"1< 27", Para un valor dado de n, 
o bien b,<a,, o b,=a,, o b, > a,- Supongamos primero que 
b, > a, - Fijémonos en el intervalo ¿ = [ (a, — 1)2-*, (b, — 1)27"] y 
construyamos el despliegue finitario, D;, que coincida con t, como 
hacíamos en 3.4.3, Teor. 1; hagamos que c=(c,2”") sea un elemento 
de D;; entonces, c< b, luego, por hipótesis, c 4 d; esto quiere decir 
que 


(1) Em) (Vp) (lCm+p —Umyp 12" ?>27*), 
luego, a fortiora, 
(1) (3%) (lc; —0,/27*> 27), 


Así pues, a cada elemento c de D, le está asociado un número 
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natural, k, tal que se satisfaga (1). Por el teorema del abanico 
podremos encontrar un 7 tal que se conozca k tras haber elegido los 
primeros r componentes de c; luego k no toma sino un número 


finito de valores, y podremos encontrar .k=máx k, con lo que 
c€Es 


(2) | |c, 4,27% > 27% 


será válida para todo c de D,, o sea, para todo punto reticul..r, 
cx027 0, de orden ky en 1. 

También tenemos azpy2. %*0> (a, —)27"; además, por (2), 
az0p27 0 es distinto de todo punto reticular de orden k¿ en 7 (para 
los números racionales, “distinto” es un concepto positivo), de 
modo que ag 270 > (b, — 1)2-”; pero también 
axp27*0< (a, +1)2-", por lo cual b,<a, + 2. Habíamos 
supuesto que b,, > a,,, por lo cual será b,, = a, + 1; y análogamente, 
s1 fuese b, <a,, se tendría b, = a, — 1. Hemos demostrado, pues, 
que lb, — a, 1<1 para todo n luego b = a. 

En la teoría de los despliegues y las especies no se puede ahora 
definir la especie nula: toda especie se define por una propiedad de 
objetos matemáticos, como hemos explicado en 3.2.1, pero tal 
propiedad sólo puede tener un sentido claro tras haber construído 
un objeto que la cumpla; y, como consecuencia de este requisito, la 
intersección de dos especies sólo puede definirse si contiene al 
menos un elemento. Por ejemplo, podemos hablar de la especie de 
los campos algebraicos, y de la especie de las especies de seis 
elementos, pero no de su intersección. En cuanto a la relación de 
diferencia entre especies, se la define por inducción como sigue: do: 
especies son distintas si una de ellas contiene un elemento que sea 
distinto de todo elemento de la otra especie. 


La lógica de la matemática sin negación es difícil de formalizar, 
por varias razones. En primer término, no existe cálculo de propo- 
siciones, ya que solamente tienen sentido las proposiciones verda- 
deras; además, es preciso tener en cuenta la restricción que se 
impone al uso de la conyunción entre funciones proposicionales 
(especies). Griss [G.F.C. Griss 1949 y 1950A], Gilmore [P.C.G. 
Gilmore 1953], Vredenduin [P.G.C. Vredenduin 1953] y Valpola [V. 
Valpola 1955] han llevado a cabo intentos de tal formalización. 
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L autor dice en el Prefacio: «Una de las fi- 
' nalidades de este libro es la de capacitar 
a los matemáticos en activo para que solven- 
ten la cuestión de cuáles de los resultados 
que obtengan pueden demostrarse intuicio- 
nisticamente; pues el intuicionismo sólo po- 
drá florecer si los matemáticos que trabajan 
en los distintos campos llegan a interesarse 
activamente por él y a hacerle aportaciones: 
para edificar una rama determinada de la 
matemática intuicionista es necesario, en 
primer término, poseer un conocimiento a 
fondo de la rama correspondiente de la mate- 
mática clásica, y en segundo, saber por expe- 
riencia dónde se encuentran los piélagos 
intuicionistas. En la presente obra trato de en- 
señar esto último; y espero que algunos de 
mis lectores se ocupen de los detalles más 
satisfactoriamente de lo que yo podría hacer- 
lo, o que traten intuicionisticamente otras 
teorías. El objeto de las «lecturas recomen- 
dadas» es el de ayudarles, ya que indican los 
trabajos —intuicionistas más importantes 
acerca de algunos temas especiales». 


